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Uvod

V tem poglavju spoznamo nekaj osnovnih definicij povezanih s signali in teorijo analize
oz. obdelave signalov. Seznanimo se z razli¢nimi vrstami signalov in si ogledamo njihove
osnovne lastnosti. Definiramo energijo in povpre¢no mo¢ signala ter predstavimo posle-
dice takSne definicije. Na koncu poglavja se spoznamo $e z osnovnimi principi numericne
obdelave signalov.

Poglavje predstavi:

e osnovne definicije, pomembne za podrocje teorije signalov,
e vrste signalov in njihove lastnosti,
e energijo in povpre¢no moc signala, in

e osnove numeri¢ne obdelave signalov.




Osnovni pojmi

SIGNALI (tujka iz latinske besede signum)
Znaki ali signali nosilci informacij:

—  kretnje,

— govorica,

— druga znamenja

Sprejemnik oddajnik:
— sluh,
— vid,
— govorila,
— okoncine,

Elektriéni signali:
Pri¢etek obravnave v sredi 19. stoletja, zaCeteku 20. stoletja:
iznajdba telegrafa, telefona, radia, televizije, digitalnih sistemov, ... .

Signale je bilo mozno opazovati, zapisovati, kar je omogocdilo tudi njihovo matematic¢no
modeliranje in matematicno obdelavo.

Osnovne definicije

Teorija signalov:
Studij spremeb signalov kot nosilcev sporoéil in informacij od svojih
izvorov preko sistemov za oddajanje in sprejemanje.

Definicija:
Signal - je fizikalna tvorba s katero je mocC prenaSati sporocila vzdolz
dolo€enega okolja.

Sum - motilni pojav (posebna vrsta signala)

Naloga teorije signalov:
Matemati¢no opisovanje signalov in Studij njihovih lastnosti.




Vrste signalov

* Fizikalno realni signali
Lastnosti:
— omejena energija,
— omejena amplituda,
— amplituda je zvezna funkcija ¢asa (vztrajnost sistema?)
— frekvencni spekter omejen.

» Teoretiéni modeli signala
Realna ali kompleksna funkcija ene realne spremenljivke (najveCkrat Casa).

Modele je smiselno zasnovati poenostavljeno in preprosto.
Nimajo nujno omejitev, ki jih nalaga fizikalna stvarnost.

Primeri:

— signali z neomejeno energijo, mocjo, amplitudo,
— nezvezni signali,

— signali definirani na celi ¢asovni osi,

Delitve
teoreticnih modelov signalov

* Dologljivostni - Odvisnost amplitude od ¢asa je matemati¢no natanko in

enoli¢no dolo¢ena.
Pojem funkcija.

* Nakljuéni - Obnasanje v odvisnosti od ¢asa je nepredvidljivo.
Poznamo le preteklost, amplitude signala v prihodnosti ne moremo natanko dologiti.

signali
/ \
doloé¢ljivostni nakljuéni
p eriodi¢ni nepel iodi¢ni C,t acionarni  nestacionarni
sinusni pr ehoc ni er godlcnl

ostali kvaziperiodiéni neergodiéni




Periodi¢ni in neperiodicni signali

e Periodicni signali
Signal f(t) je periodi¢en natanko takrat, ko je za vsako vrednost
¢asa 1 izponjena enacba

f(t+T) = f(t)
kierje T razlicenod O (T =0).
Konstanta T je perioda signala f(t). Ce je signal periodiéen ima

neskoncno razli¢nih period. Najmanso pozitivnho periodo signala
f(t) imenujemo osnovna perioda.

e NeperiodiCni signali
Signal je neperiodicen, Ce ni periodicen.

Stacionarni nakljucni signali

* Verjetnostna porazdelitev moznih vrednosti amplitud
signala je neodvisna od ¢asa.

Primer:

Verjetnost, da bo stacionarni nakljuc¢ni signal ob ¢asu t = 5 min zavzel vrednost 3,
je enaka verjetnosti, da bo signal to vrednost zavzel ob kateremkoli drugem €asu
t. Npr. ¢asut =6 min, t =100 min ali t = 3600 min.

P(f(5) = 3) = P(f(6) = 3) = P(f(100) = 3) = P(f(3600) = 3) = P(f(t) = 3)




Energija in povprecna moc signala
na omejenem ¢asovnem intervalu (t;, t,)

Trenutna moé p(t) elektriénih signalov i(t) in v(t):
p(t) =v(t)-i(t) = R-i*(t) = 1/R - v*(t)
Trenutna moé P«(t) poljubnega signala f(t) :

ps(t) = (1)

Energija ,

]

Byt = [ 5@

. 1
Povpreéna mo¢

Pyt 1) = 21l /’Qf(t)gdt

to — 11 to —t1 Jy,

Energija in povprecna mo¢ signala
preko cele ¢asovne osi

« Energija E; .

E; = lim / | f(t)|?dt
Signal f(t) je energijski, e limita obstaja in je kon¢na:
Ef < 0
« Povpre¢na mo¢ P;
1t )
Pr = lim — S(O]dt

T—oc 217 -7
« Signal f(t) je mo¢nosten, &e limita obstaja in je kon¢na ter pozitivna:

O<Pf<00




Posledice

« Casovno omejeni sianali z omeieno amplitudo so energijski.

FiOly

» Potrebni pogoj za to, da je signal energijski, je lastnost tli?x ft)y=0

* Povpre¢na moc signalov, ki so energijski, je enaka 0.

N b
Pr=m op = Erjim 57 =0

Posledice

» Periodi¢ni signali niso energijski.
im _f(t) ne obstaja. Periodicni signali so obi¢ajno mo&nostni.

» Stacionarni naklju¢ni signali niso energijski.

Niizpolnjena lastnost , lim f(t) =0

Za nakljuéne signale bi to pomenilo, da mora veljati P(f(fo0) =0) =1 .
Zaradi stacionarnosti pa to pomeni P(f(¢) = 0) = 1, od koder sledi:

Fty=0




Posledice

Povpre€no mo¢€ periodi¢nih signalov lahko dolo€imo tudi iz

1 t1+1; )
Po= [ IR
J T[ £

kjer je trenutek t; poljuben in T; katerakoli pozitivha perioda signala f(t).

Primer za dvakratnik periode

1 t+T5 5 1 t1+2T; )
= |[f(E)] dt + = |f(t)|"dt
T '/h T; t14+T;

' ity 5 1 t1 4T ,
i .[1 T. /.,

1 t1+2T;

oT, J,,

(ST

f(t)Fdt =

Il
(ST
——,
-
M|~

Zvezni in diskretni signali

f(t)
e Zvezni signal f(t)
Amplituda signala je zvezna funkcija (enakost leve in
desne limite pri vsaki vednosti z definicijskega /
obmogja signala). S tem tudi privzamemo, da sta / | \/
definicijsko obmocje in zaloga vrednosti signala zvezni
podrocji (cela realna os, poltrak ali interval). fa(t)
e Kvantificirani signal fQ(t) L F e~ T
Nezvezni po amplitudi - I L pad
Zaloga vrednosti je diskretna (Stevna) in ob¢ajno tudi i, T N '
konéna mnozica. T —
+  Vzoréeni signal { f(t)} e}
Nezvezni po Casu. LA
Definicijsko obmocje je diskretna mnozica. II I 1‘ I [ T"'
I te trad l J’
» Digitalni signal { f5(t;
g gnal { fo(t)} o)
Vzoréen in kvantificiran signal. o £ H [
FiaEd




Numericna obdelava signalov

Pri laboratorijskih vajah bo potrebno nekatere predstavljene
postopke obdelave signalov udejaniti na realnih signalih (zvok,
slika), ki jih boste pridobili v digitalni obliki.
f(t) — {f(nty)}
f(t)
— interval vzorcenja
n — celo Stevilo

0 iF-[]l - nty o Nty
Zato bo potrebno za nekatere analiticne postopke uporabiti

numericne priblizke, najveckrat bo Slo pri tem za numeri¢no
integriranje.

Numericna obdelava signalov

lto
Za oceno vrednosti f(t)dt bomo uporabili
kto
najenostavnejsi pristop, kjer nadomestimo
dt — to ,
- nto ’
/ — ¥
in dobimo
lto [—1
N
Eto n=k
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Numericna obdelava signalov

Tak nacin dolocanja priblizne vrednosti dolo¢enega integrala, pomeni, da
izracunamo dolo¢en integral signalu f(t) prirejene odsekoma konstantne
funkcije f(t)

()

0 to kty nto lto t

0l to kto nto o t
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Izrazava signalov s temeljnimi
funkcijami

V tem poglavju se ukvarjamo z izrazavo/aproksimacijo signalov z linearno kombinacijo te-
meljnih funkcij. Ogledamo si sploSen potek postopka izraZzave, posebno pozornost pa name-
nimo primeru, ko imamo opravka s ortogonalnimi temeljnimi funkcijami. Seznanimo se s
kriteriji merjenja kvalitete priblizka in predstavimo primere ortogonalnih temeljnih funkcij.

Poglavje obravnava:

izrazavo signalov z linearno kombinacijo temeljnih funkcij,
zapis priblizka signala z linearno kombinacijo temeljnih funkcij,
merjenje kvalitete priblizka s srednjo kvadratno napako,
ortogonalnost temelejnih funkcij,

polnost zaporedja temeljnih funkcij,

izbrane primere ortogotnalnih temeljnih funkcij

Walsheve temeljne funkcije,

Haarove temeljne funkcije,

ortogonalne polinome, in

sinusne temeljne funkcije.

12



Uvodni primer

* Problem:

Za signal X(t) Zelimo na konénem ¢asovnem intervalu (t;, t,)
poiskati njegov priblizek (%)

o(t) = wx(t). i1 <t <t
Priblizek Z () dolo¢imo kot
%(t) = Cgb(t) , <t <t

Kako izmeriti kvaliteto priblizka?
Kriteriji dolo¢imo na podlagi poteka signala napake 8('[)
et) = z(t)—Ft), t<t<t

Uvodni primer

Kot kriterij za kvaliteto priblizka potrebujemo Stevilsko oceno, ki
je odvisna od vseh vrednosti &(t) na intervalu (1, t,) .

13



Uvodni primer

Napake se lahko med sabo odstevajo (pozitivna in negativna odstopanja), kar ima
lahko za posledico majhno povprecno vrednost kljub velikim odstopanjem.

2(t) ()

3.0 \\ \
Y

t1 to t t1 VQ t

....... 1 ta le()] 24
= = [l ose 3 o
2 1 Jty J-oT . -
€2/ SN\ =\
t t1 ot
e e LI
- to —t1 Jy,

Uvodni primer

Vzemimo: z(t) = C ¢(t)

ceseens 1 T2 1 T2 )
() = / 2(t)dt = / (x(t) — Z(t))*dt
tQ—tl t1 tQ—tl.tl

“to
- / (2(t) — C 6(1))2dt =
ty — t1
to
= {/ t)dt — 26/ t)dt + CQ/ ?(t)dt}
to — 1y t t
=2 (t)
Najmanjso vrednost bomo dobili, ko bo 9 0.

.......

052(15) 1 { /‘t2 | /tz }
— — =21 x()o(t)dt +2C | o= (t)dt
o = o 2, rnewi o] o)

1

14



-------

/ )60 di

Uvodni primer

1 to to )
0 = {—2/ :z;(t)@'(t)dt—i—QC/ o (t)dt
t .

Jtq ty

to to
0 = —/ w(t)o(t)dt—i—(?/ °(t)dt
'tl -tl

/ t2:z:(t)o(t} dt

to
/ o> (t) dt
Jty

Uvodni primer

to
K = [ oo
[ e

Jty

|
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Zgled

1, 0<t=snw
a(t) =
-1, mw<t<2m

@(t) = sint

Za signal X(t) na intervalu 0 < t < 27 doloci
priblizek v obliki

r(t) = Cot)
tako, da bo njegova srednja kvadratna
napaka najmanjsa.

Doloci tudi velikost in skiciraj potek
priblizka.

- a(t)

Zgled
tQ 27
/ x(t)o(t) dt / x(t)sintdt
Jt. _ 0
C = 7 = = P .
/ O (t) dt / sin® t dt
J 1ty ‘ 0
2m <y |2
t sin2t
/ sintdt = ‘——5 =7,
0 2 4,
2 T 27
: . . £ 2m
/ x(t)sintdt = / sint dt — / sint dt = — cos 2‘.‘0 +cost| = 4
0 0 T
C = i = 1,273 z(t) = —sint

T

16



Zgled

Dolocanje srednje kvadratne napake:

Zgled

Ali je priblizek ,,ustrezen”?
,Ustreznost” priblizka dolo¢a namen uporabe.

Velikokrat lahko za dolo¢eno uporabo ustreznost priblizka ovrednotimo z
velikostjo ali relativno velikostjo srednje kvadratne napake in dolocen
priblizek 2(%) signala x(t) sprejmemo kot zadovoljiv, ¢e je pripadajoca
vrednost srednje kvadratne napake manjsa od neke kriticne vrednosti a:

-------

Pri slepem izbiranju kandidatov funkcij @;(t) za dolo¢anje priblizka nimamo
nobenega zagotovila, da bomo v koncnem Stevilu poizkusov dosegli dovolj
majhno vrednost srednje kvadratne napake.

Za dolocanje priblizka, ki temelji na kriteriju najmanjse srednje kvadratne

napake, potrebujemo postopek izbire, ki nas bo v konénem Stevilu korakov
pripeljal do ustrezne resitve.

17



Vektorski prostor sighalov

Dvorazsezni evklidski vektorski prostor

N

—
T =C0

o

N —
~ Y X
r = C (D

N N —

E =T — T

Vektorski prostor sighalov

—\
Za katero vrednost skalarja C bo vektor £ najkrajsi?

—
Ch. o

—

AN
Takrat, ko bosta vektorja (' ¢ in £ pravokotna.

18



Vektorski prostor signalov

V vektorskem prostoru, v katerem je definiran skalarni produkt
<.,.>, sta dva nenicelna vektorja pravokotna oziroma
ortogonalna natanko takrat, ko je njun skalarni produkt enak O:

(2,Cop) = 0.
0 = (2,00)=(T —Cp.Cod)=(T,Cd)—{(CoH,CO)
0 = C(T.0)—C%0,0)
C'=0  nezanimiva regitev b2 |
7 $> / x(t)o(t) dt
(:' f— ﬁt/: ’ (\' = - tl
/ / g to
(¢, 0) / 02“) dt
Jtq

Vektorski prostor signalov

Ali mnoZico vseh signalov, ki so dolo€eni na intervalu (t;, t,) in
imajo konc¢no energijo, lahko razumemo kot vektorski prostor?

Ve Ve 2
MnoZico oznac¢imo z L, 4, .

* Mnoizica je vektorski prostor, Ce je mogoce v njej definirati:
— vsoto med elementi mnozice in
— mnoZenje elementov mnoZice s skalarjem.

* Elemente vektorskega prostora imenujemo vektor;ji.

Vsota dveh signalov je zopet signal: x(t) + y(t) = z(t)
Produkt signala s konstanto je znova signal: ax(t) = g(t)

* L?tl._tg) je vektorski prostor.

19



Vektorski prostor signalov

e V prostoru L%’tl‘t_z) lahko definiramo skalarni produkt:

» Skalarni produkt je relacija, ki dvema vektorjema priredi skalar
(w(t),y(t)) e C

in izpolnjuje naslednje lastnosti:

(x(t),y@) = (y(t), (1))
(ar(t), y(t)) al(t),y(t)) .
(x1(t) +z2(t),y(®)) = (x®)1.yt)) + (xa2(t), y(t))
(x(t),z(#)) =0 <= a(t)=0

Vektorski prostor sighalov

Skalarni produkt realnih signalov lahko zapiSemo kot

(e(t),y(t) = / " e(t)y(t)dt

Jtq
in zato tudi relacijo o
/ x(t)p(t) dt
y t
C = - T
/ o° (1) dt
ty

lahko zapisemo kot

c - c(t), o(t)




Vektorski prostor signalov

* V vektorskem prostoru, kjer lahko dolocCimo skalarni produkt,
lahko doloc¢imo tudi normo vektorja in razdaljo med vektorji:

l2) 2 = (2(0).2(0))
d@®.y0) = )=y |
P(a(t)y(t) = {alt) —y(t), 2(t) — y(0))

Kvadrat norme (velikosti) signala lahko razumemo kot energijo
signala

(x(t), x(t)) = /t ’ x(t)*dt

Vektorski prostor sighalov

Eip. / et s
0 = g e

....... 1

2 2
so(t) = e(t
) = = e

1
Razlika med Ez(t) in |l £(t) H2 je le v konstantnem faktorju t, —¢; .

Ce i$¢emo priblizek, ki nam da najmanjso vrednos =*(#) to pomeni tudi, da

iséemo tak priblizek, da bo razdalja d (x(t),Z(t)) med signalom in
njegovim priblizkom najmanjsa.

21



Izrazava signalov z linearno kombinacijo
temeljnih funkcij

o(t) = x(t) t) <t <t

Tri osnovna vprasanja:

1. S kak$nim namenom Zelimo dolo¢iti (1) ?
2.V kaksni obliki bomo predstavili priblizek?
3. Kako bomo vrednotili kvaliteto priblizka?
Ad. 1

*  “Velika” numeri¢na zahtevnost dolocanja amplitud originalnega signala.

* Originalni signal ne poseduje zahtevanih analiti¢nih lastnosti (npr. zveznost,
odvedljivost, ...), ki so nujno potrebne za izvedbo postopka.

* Zuvedbo priblizka Zelimo poudariti oziroma modelirati nekatere specifi¢ne
fizikalne lastnosti signala, ki so za analizo lastnosti signala oziroma za nadaljnji
postopek obdelave pomembne.

Izrazava signalov z linearno kombinacijo
temeljnih funkcij

Ad. 2

* Najveckrat je priblizek potrebno sestaviti iz ve¢ vnaprej podanih funkcij na nacin, ki

bo glede na zastavljeni kriterij zagotavljal dovolj dober rezultat.

T(t) = f(en(t), d2(t), ..., On(t))

* Funkcije, ki sestavljajo priblizek, imenujemo temeljne funkcije.
* Eden najenostavnejsih nacinov oblikovanja priblizka, ki omogoca tudi uporabo

predstavitve signalov v smislu vektorskega prostora in uporabo linearne algebre, je

linearna kombinacija temeljnih funkcij:

T(\IL) = Clel(‘f) -+ Cb@g(f} —|— e e T (-_"H,O-n,(f)

T
Et) =) Cidi(t)
i=1

Tak nacin dolocanja priblizka bomo uporabili v nadaljnjih izpeljavah.

22



Izrazava signalov z linearno kombinacijo
temeljnih funkcij

Ad.3

* Kriterij dolo¢anja kvalitete priblizka direktno vpliva na izbiro optimalnega priblizka
kot tudi na sam postopek njegovega dolocanja.

* Najveckrat uporabimo kriterij srednje kvadratne napake:

ez l to
e (t) = e(t)*dt
Y ta—t1 /o, L
* Druge mozZnosti:
1 f2
P / l=(t)|dt sup =(t)
2 —t1 Jyy t <t<to

«  Ker =%(t) odraza povpre¢no mot signala napake g(t) in ker v tem primeru pri

dolocanju priblizkov lahko uporabimo predstavitev v vektorskem prostoru signalov,

bomo v nadaljnjem izvajanju za kriterijsko funkcijo pri dolo¢anju optimalne izbire

priblizka uporabili prav srednjo kvadratno napako oziroma ekvivalentno mero | =(t) H.z

Izrazava signalov z linearno kombinacijo
temeljnih funkcij

Osnovni izrek

Predpostavimo, da priblizek izrazimo z linearno kombinacijo temeljnih funkcij

mn
T(t) = Z Cid; (1)
i=1
in da za dolocitev kvalitete priblizka izberemo kriterij
le) > = d*(«(t),Z(t)) |
« Vrednost | () |[* je najmanja, ¢e je signal napake
e(t) = x(t) — E(t)

ortogonalen na vse temeljne funkcije ¢;(t), ki sestavljajo priblizek:

(e(t), di(t)) =0 1 =1.2, ..., n.

Za dokaz glej ucbenik Signali str. 29.

23



Dolocanje srednje kvadratne napake

Privzemimo, da smo dolocili optimalen priblizek.
Izpeljati je mogoce (glej ucbenik Signali str. 30):

Fe@) IF = =) I* = [15) [

Posplositev Pitagorovega izreka za vektorski prostor signalov
() [P = [la)|® —(E(). T(t))

= )| <_Z Cion(t), _Zcmf)>
— H x(t) H2 ZZC C: <OI ), @4( t))
”. ..... l , . .
2(1) = = 0% - ZZ({ bi(1). ;1))

1=1 j=1

Dolocanje optimalne vrednosti koeficientov C.

Na osnovi veljavnosti osnovnega izreka lahko pridobimo nehomogen sistem n linearnih
enacb za n koeficientov C; (glej ucbenik Signali str. 31)

Cr{o1(t), o1(t)) + Colda(t), d1(t)) + ... + Cpldn(t), d1(t)) (x(t), P1(1))
(_wl/\(_")]_(f). (_7)2( )\ + C 2(()2( ) (f)/ =+ . (n\Un( ) C)Q(f)\) = (i(f) C52(f)>
C{d1(t), dn(t)) + Colda(t), on(t)) + ... + Crlon(t), on(t)) = (x(t), dnl(t))
Sistem lahko predstavimo tudi v matriéni obliki: AC' = b

* Sistem je resljivin ima eno samo resitev v primeru, ko je matrika, ki jo

sestavljajo skalarni produkti, obrnliiva:
—

1 —_—
C = Ab.
* To res natanko takrat, ko so temeljne funkcije ¢;(t), ki sestavljajo priblizek,
linearno neodvisne.
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Dolocanje optimalne vrednosti koeficientov C

To je tudi smiselna zahteva za izbiro temeljnih funkcij. V primeru, ko bi
konénemu zaporedju n—1 temeljnih funkcij dodali novo funkcijo, ki bi bila od
prejsnjih linearno odvisna pri kvaliteti priblizka ni¢ ne pridobimo.

* Za dolocitev optimalne zgradbe priblizka je potrebno resiti nehomogen
sistem linearnih enach.

* Zdodajanjem novih temeljnih funkcij v priblizek se zahtevnost raCunskega

postopka povecuje.

Ortogonalnost temeljnih funkcij

Naj za zaporedje {¢;(t)} velja lastnost:

0, i#j
(6i(t), 65(8) = { 7

Ki, i=j.
K; = (¢i(t), (1)) =l a(t) [I° > 0O

* Vtem primeru zaporedje {$;(t)} imenujemo ortogonalno zaporedje

temeljnih funkcij oziroma pravimo, da so temeljne funkcije ¢;(t) med sabo

ortogonalne ali pravokotne.
« Ce za ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij za vsak i velja K; = 1,
pravimo, da je zaporedje ortonormailno.
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Dolocanje koeficientov priblizka pri uporabi
ortogonalnih temeljnih funkcij

n
Z (‘1' <C)-f_(f). C)j(f)} - (—_‘j<@j(ﬂ- C)j(ﬂ} — C‘jffj
i=1

NS o/

Dolocanje vrednosti srednje kvadratne napake
pri uporabi ortogonalnih temeljnih funkcij

n I n n
Z Z C'i(__lj{:oi(f)- C)j (f)} = Z C'ia<(,71(l() C')I'(TL»! = Z |Cri|2flvi s
=1 i=1

i=1 j=1

;-‘-»‘... 1 . n ) .
(7) ty — i1 { r(t) || ;:1 @| \q

e 1 /tg - n I
=5(t) = x(t) “dt — Cil" K
b fﬂl{_tl [e(t) 2t — 3|

i=1
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Nacin izrazave in kriterij kvalitete priblizka
#(t) = @l h<t<l

Priblizek izrazimo z linearno kombinacijo temeljnih funkcij

f(t) = Clgbl (t) + ngbg (t) + ...+ Cngbn(t)
Et) =) Ciilt)
i=1
Kriterij kvalitete priblizka je srednja kvadratna napaka

....... 1 to
2 = / ()24t

to —t1 Jy,

et) = at)—F(t), ti<t<ty

Ortogonalnost temeljnih funkcij

{</51(75)} je ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij, natanko takrat,
ko je izponjena lastnost:

(9i(t), 9;(1)) =

0, i#j
Ky, i=j.

Ki = (6i(t). ¢i(t)) = ¢:(t) [I* > 0

Ce za ortogonalno zaporedije temeljnih funkcij za vsak i velja Ki = 1, pravimo,

Da je zaporedje ortonormalno.
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Dolo&anje priblizka Z(t)in vrednost £(t)
z uporabo ortogonalnih temeljnih funkcij

), (1)
C; = e
C; = Ki tf:c(tm(t)dt, K, = /:wt)ﬁdt

to n
2(t) = f c(H)Pdt — C:I°K;
(t) P— tl\()l ;\ 7K

Neodvisnost koeficientov C,

1 [
¢ = & | e

Vrednost koeficienta C; v priblizku odvisna le od signala x(t)
in temeljne funkcije ®;(t).

» To pomeni, da so vrednosti koeficientov C;, ki doloCajo
priblizek so med sabo neodvisne.

« Ze dolo€enih vrednosti koeficientov ni potrebno ponovno
dolociti, ko v priblizek dodamo novo temeljno funkcijo.
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Polnost zaporedja temeljnih funkcij
S0 = {/ w<t>|2dt—_z/z%}

cosseeesens 1 "ta , " NP . ,
55@4—1(1‘) = f2 — fl {/ |;Z’(t)|2(]t — Z ‘C’i|zﬁj — KnJrlC':hLlQ}
t

1 i=1
--:_.4---- I’Tl (771 2
= 2(t) — %
en(t) = engq(t)

{E%(t)} je navzdol omejeno monotono padajoce zaporedie.

Polnost zaporedja temeljnih funkcij

S staliS€a doloCanja priblizkov je najbolj ugodno, ¢e pri danem ortogonalnem
zaporedju temeljnih funkcij {®;(t)} za vsak signal X(t) iz vektorskega
prostora signalov s konéno energijo na intervalu (;,t,) velja

lim &2 = 0.

Jim &,(t) = 0

Tako zaporedje temeljnih funkcij imenujemo polno zaporedje oziroma pravimo,
da zaporedje temeljnih funkcij izpolnjuje pogoj polnosti .

Za polno zaporedje temeljnih funkcij velja, da lahko s priblizkom,

ki je doloCen s kon&nim Stevilom temeljnih funkcij n,, preseZzemo vsako koncno
vhaprej predpisano vrednost srednje kvadratne napake € > 0.

.......

n>mn = 0=<ei(t)<e
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Polnost zaporedja temeljnih funkcij

Za polno zaporedje temeljnih funkcij velja, da lahko s priblizkom, ki je
doloCen s koncnim Stevilom temeljnih funkcij n,, presezemo vsako koncno
vnaprej predpisano vrednost srednje kvadratne napake € > 0.

PDDCDODODDOOI o 0o o (-] o o o

neskonéno A
¢lenov
zaporedja

.......

n>mn = 0=¢.(t) <e

Zaporedja temeljnih funkcij
Primer

Ali sploh obstaja kakSno neskoncno polno zaporedje
ortogonalnih funkcij?

DA!
Primer: { sin(2n—1)t} = {sint, sin3t, sin5¢,...}
Ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij na intervalu (0, 2m).

z(t)
11—

2w

I m t
14

Za signal x(t) dolo€imo priblizek sestavljen iz prvih 6-ih temeljnih

funkeiji F6(t) = Cyoi(t) + Caga(t) + - + Cooe(t) .
Ugotovimo tudi n, najmanjSe Stevilo prvih temeljnih funkcij, da velja

30



Zaporedja temeljnih funkcij
Primer

1 2
Cn = X /0 x(t)sin(2n—1)t dt

1 12"
= — / sin(2n—1)t dt — % / sin(2n—1)tdt
0 ™

n . \n J;

2w o 21
t  sin2(2n—1)¢
K, = / 81112(2n—1)tdt S w —
Jo 2 4(n-1) |,

, 1 . 27
C, = ~@n=T) {—(‘()5(21;.—1)?}3 + (‘()5(2;1—1)?};}

il

(2n—1)

/

Zaporedja temeljnih funkcij
Primer

- 1
ri(t) = —sint
T

4 4 4 4 . _ 4 L
Tg(t) = —sint+_—sin3t+_—sin5t+ ——sin 7t +_—sin 9t +——sin 11¢

™ SYIy QT (T I s
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g2 (t)

mn\

Zaporedja temeljnih funkcij

Primer

1 2T . m i - 1 ‘ n . 3
= x(t)2dt — Y KOy =32~ @ (m)
adh N i=1 = i=1

N n _]_
a 72; (2n—1)2 N ,,lﬂli nlt) =0

8
= —(l+5+3 + 35 + 5 + 121) = 0,034
1,
"(f) 8 1
o 72 (2n+1)?
2027

-14

Walsheve temeljne funkcije

{wz(t)} polno ortonormalno zaporedje temeljnih funkcij na intervalu (0, 1).

wi(t) € {-1,+1}

1 wo(t) } L wa(t) —
‘ 1 ‘ ;
0 1 1t 0 L 11
14 1 — I
wi (t) L w;(t)
+ + + +
0 1 1t 0 ; 1t
14 [ T R S L
wo(t we (t)
0 1 11 0 3 1t
1L U A S B S
ws(t) 1 wr(t) —_
0 1‘ ! t 0 { !
b L 2 Lt
14 ] e N S S B N B




Walsheve temeljne funkcije

« Zaporedje prvih 2" Walshevih funkcij lahko pridobimo 2" x 2"
dimenzionalne Hadamardove matrike H(n).

» H(n) ortogonalne matrike z lastnostjo
H(n)H (n) =2"1
figy = 11
* Rekurzivna formula

H(0) = (1) .

By = (o o)

Walsheve temeljne funkcije

Primer: Hadamardova matrika H(2)

HO0) = (1),
H(1) = G _D
L, o1, 1, 1
CE I R
1, -1, -1, 1

» Hadamardovi matriki lahko iz vsake vrstice (ali stolpca) priredimo prvih 2"
Walshevih funkcij.

Za zgornji primer: 1. vrstica wy(t), 2. vrstica wy(t), 3. vrstica w;(t), 4. vrstica w,(t).
Drugacen vrstni red.

Indeksiran vrstni red Walshevih funkcij imenujemo sekvencni vrstni red.
Sekvenca, je Stevilo sprememb predznaka Walsheve funkcije.
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Walsheve temeljne funkcije

* Prednost pri uporabi Walshevih temeljnih funkcij je njihova preprosta
izrazava, ki omogoca hitro doloCanje vrednosti koeficientov Ci in
amplitud priblizka (7).

» Signal x(t) vzor€imo s ¢asovnim razmikom At .

1 M-1 M-1
C; = /m) w; (t)dt =~ ZJ?(#'AI‘) u:i(km‘)m:m‘Ziir(km). i=0.1,.... n.
J0O k=0 k=0
n n
()= Ciwi(t) = +C;.
1=0 =0

» Postopek je posebej u€inkovit pri signalih, ki so podobne oblike kot
Walsheve funkcije. Npr. binarne ali sive slike.

Haarove temeljne funkcije

{h;(t)} polno ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij na intervalu (0, 1).

=
—_
~
=
N

{=1,0,+1}

L ho(t) ﬂi}:(f)

ot

0 + t 3 [\70 = [\'1 = 1,
it . . 1
[\2 = [\3 = 5
ha(t) =~
% . . 1
“ . . [\4:"'31\7 = —
0 I T 7 4
i !
—1+ _—
. hg(;)} L The(®) —_
o 1 1t 0 1 1t
—14+ — —1 -+ p—
Mha(t) ! hr(t)
— ; + _O_O_;
0 1 1t 0 1 1t
14 I 14 —
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Haarove temeljne funkcije

Lokalna obcutljivost in ocena o povprecni spremembi amplitud
signala na pripadajo¢em podintervalu.

2(t)hs(t)

hi(t) £ 0
b
1- T
®
0 N 1t
o
N

-1 -

Ci <0 : signal na pripadajo¢em podintervalu v povprecju naras¢a,
Ci > 0: signal na pripadajocem podintervalu v povprecju pada.

Posplositev predstavitve Haarovih funkcij nas privede do t.i. valcne transformacije
(ang. Wavelet transform).

Haarove temeljne funkcije

* Primer: Obdelava EKG signala

Ugotavljanje referen€nega polozaja RS spojnice

e(t)hy(t) \
‘R
L \
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Ortogonalni polinomi

n(t) = ant™ + ap_1t"" '+ 4+ ayt + ag polinom stopnje n .
Zvezne, poljubnokrat odvedljive temeljne funkcije.

Ragunanje vrednosti potenc: t" = ¢ -t~

{L,.(t)} Legendrovi polinomi ortogonalni na intervalu (-1, +1).

1
]\Vn - T
A T 3
B = 1, 1 i
Lilt) = 4,
, 32 -1
Ly(t) = 5
5t3 — 3t
Igfll] = —x— %
35¢% — 3012 +3
Iyl = ————————
S
, 6315 — 701* + 15¢
B = ) lR + la

Sinusne temeljne funkcije

do(t) =1
1
0 .
cos wot sinwot
1 14
T
0 rt 0 t
cos 2wot sin 2wt
1 1+
T
0 ]‘n t 0 t
€08 3wpt sin 3wot
1 14
T
0 Tt 0 t
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Sinusne temeljne funkcije

Zaporedie temelinih funkcii:

1. coswot, sinwpt, cos2wot, sin2wot. cos dwot, sin3wet. ...
je ortogonalno polno zaporedje temeljnih funkcij na poljubnem

konCnem Casovnem intervalu (t1, t2), pri pogoju, da osnovno kroZzno
frekvenco w, doloCimo po pravilu

27 .
@Wo T in T =ty —11.
T, 1=0
K, =
’ T, i>0

Ortogonalno zaporedije lahko posploSimo na kompleksne funkcije:

gl = gt —o<n<oo, Ko = T.

Sinusne temeljne funkcije

o Kerje /™0 = cosnwot + jsin nwot |

tudi te funkcije lahko obravnavamo kot sinusne temeljne funkcije.

Sinusne trigonometrijske funkcije so zvezne in poljubnokrat zvezno
odvedljive funkcije.

Priblizek zapisan v obliki

k=

k-
z(t) = Z Cnon(t) = Z C(cosnwot + 7 sin nwot) ,

n=—"kg n=—=kg

lahko razumemo, kot da smo priblizek za signal x(t) predstavili s
koncno vsoto sinusnih nihan;j.
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Sprememba obmocja ortogonalnosti

Zaporedje temeljnih funkeij {;(¢)}, ki so ortogonalne na konénem ¢asovnem in-
tervalu £; < t < tg, lahko z linearno transformacijo neodvisne spremenljivke

t' = a(t—b) (2.58)
spremenimo v zaporedje temeljnih funkeij
{oi(t)} = {(_;)2-((.!(1‘ — b))} \
ki je ortogonalno na drugem konénem casovnem intervalu
te <t <tg.

Pri tem je potrebno za vrednosti parametrov « in b izbrati

ta —t t
a=2 L b:z‘g——l.
tg —ts a
1
K] = -K;
a

Kompleksni spekter periodiCnih signalov

» Koeficiente F(n) imenujemo kompleksni spekter periodicnega
signala f(t).
— Spekter — odraza frekvencne lastnosti (n se nana3a na frekvenco nw)
— Kompleksni — vrednosti F(n) so v sploSnem kompleksne

Predstavitev z realnimi spektri
Kartezitna F(n) = C(n)+ jD(n) D(n) L B _F(n.) C
C(n) in D(n) sta realni funkciji ineksa n.

C(n) realni spekter

D(n) imaginarni spekter

S
\Q =
Polara F (n) = | F(n)]e’©

F(n)| in ©@(n) starealni funkciji ineksa n.

|F(n)| amplitudni spekter
O(n) faznispekter

O(n) Re




Kompleksni spekter periodiCnih signalov

|IF(n)] = ++/C®n)2+ D(n)?2=4++/F(n) F(n),

D(n)

arctg — , Cln )
Arcty c(n) (n) > (
Gln) =
D(n
+m + arctg (g;:)) ; Cln) €0,
C(n) = |F(n)| -cos®(n),
D(n) = |F(n)|-sin@(n).

Kompleksni spekter periodiCnih signalov

|F(-n )‘ amplituda sinusnega nihanja ¢/"*“0% pri frekvenci nw0, ki je
~ vsebovano v signalu f(t)
& ( n) dolo€a fazni zamik tega nihanja.

Re(F (n)ednwot)
|F'(n)| +

l
_O(n)
nwg
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Frekvencna analiza periodic¢nih
signalov

V tem poglavju se ukvarjamo s frekvencno predstavitvijo periodi¢nih signalov. Definiramo
Dirichletove pogoje in vpeljemo Fourierovo vrsto periodi¢nih signalov. Seznanimo se s re-
alno in kompleksno Fourierovo vrsto ter vpeljemo kompleksni, realni, imaginarni, amplitu-
dni in fazni spekter signala. Razli¢ne vrste spektrov si na koncu poglavja ogledamo Se na
preprostih primerih signalov.

Poglavje obravnava:

e frekvencno predstavitev periodi¢nih signalov,
e Dirichletove pogoje,
e realno in kompleksno Fourierovo vrsto periodi¢nih signalov, in

e kompleksni spekter periodi¢nih signalov.
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Frekvencna predstavitev
periodicnih signalov

Ft) = f(t+Th)

Kako doseci posplositev izrazave signalov s temeljnimi funkcijami
iz kon¢nega ¢asovnega na celo ¢asovno o0s?

Ena izmed mozZnosti je, da se omejimo pri izbiri signalov in temeljnih funkcij
tako, da obravnavamo le periodi¢ne signale in periodi¢éne temeljne funkcije
z enako periodo, kot jo ima sam signal.

Ce izrazimo signal s periodi¢nimi temeljnimi funkcijami na konénem intervalu
ene periode, ga zaradi periodi¢nosti temeljnih funkcij izrazimo povsod!

Primer polnega ortogonalnega zaporedja periodi¢nih temeljnih funkcij {(Qn (1‘)}
je ravno zaporedje kompleksnih trigonometrijskih funkcij

y _ _jnwot 2T
O (t) =€ 'y wo =
1o

Frekvencna predstavitev
periodicnih signalov

Pri predstavitvah periodi¢nih signalov s kompleksnimi trigonometrijskimi
funkcijami obi¢ajno sploSne oznake za koeficiente Cn nadomestimo z oznako

F(n).

+00 +00
f(t) — Z CYTIQbr,z (t) p— Z F(Tl)e.]n“;(if X
Zapis
+0o0
flt) = Z F(n)el™ot
n=—oc
imenujemo kompleksna Fourierova vrsta. -
Koeficiente F(n) racunamo po splosSnem pravilu: C; = F/ +(1)8, (D)t
7 Jt
1 t1+70 ’
F(n) = ? f(t)efjnw()f,dt .
0 Jty

Zaradi periodi¢nosti signala in temeljnih tunkcij izbira spodnje meje t; ni pomembna.
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Konvergenca Fourierove vrste

* Zadostni pogoji za konvergenco (Dirichletovi pogoji):

1. Signal f(¢) mora biti na intervalu ene periode absolutno integrabilen:

t1+To
[ fldt=A4 <.
t

J U1

nezveznosti.

2. Signal f(#) sme imeti na intervalu ene periode kvec¢jemu koncéno stevilo

3. Signal f(t) sme imeti na intervalu ene periode kvecjemu koncéno stevilo

lokalnih minimumov in maksimumov.

Za signal f(t), ki izpolnjuje te pogoje velja, da njegova Fourierova vrsta za vsak t,
konvergira k povprecni vrednosti zgornje in spodnje limite signala pri tem ¢asu.

Konvergenca Fourierove vrste

Za signal f(t), ki izpolnjuje te pogoje velja, da njegova Fourierova vrsta za vsak t,
konvergira k povprecni vrednosti zgornje in spodnje limite signala pri tem ¢asu.

o T+ ()

f(t) 9
f(t) |
T (to) + é\/
flto) - ?
f~(to) +
0 to t
Kjer je signal f(t) zvezna funkcija, je f(l‘) = ) : /) = f(t) .
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Fourierova vrsta realnih periodicnih signalov

f(t)eR

1 t1+To 1 t1+To
F(n) = T_ f(zt)f..—jnwot(h‘ = — [ f(lt)fq,fjvn.uot(ht
0 Jiq 0 Jity
1 t1+To

= — (t)eI™0tdt = F(—n) .
TD t1 f( ) ‘ '

Vrednosti koeficientov pri negativnih vrednostih indeksa N lahko izrazimo z
vrednostmi koeficientov pri pozitivnih n.

Fourierova vrsta realnih periodicnih signalov

Upostevajmo /"0t — cos nwot + jsinnwot  in F(-n) = F(n) .
ft) = Z F(n)ed™wot = Z (F(n] cos nwot + 7F'(n) sin Hw’QZL)
n=-—oc n=-—oc

= F(0)+ i ((F(n) + F(n)) cos nwot + j (F(n) - F(n)) sin rm;m‘)
n=1

ap = (F(?2)+F(_J2)) eR | bn_—j(F(lz)—F(rz)) eR

Realna Fourierova vrsta

o0
agp
7 E (y COS nwot + by sin nu,gl‘)
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Realna Fourierova vrsta

Do enakega zapisa bi pri3li tudi, ¢e bi realni periodi¢ni signal f(t) izrazili direktno z
zaporedjem realnih trigonometrijskih funkcij

{1, coswot, sinwpt, cos 2wot, sin 2wgt, cos 3wot, ... }

2 ti+To 9 t1+To
(n = - [ f(t)cosnwotdt ., by = / f(t) sin nwot dt
TD . t1 TO tl

Enako pa bi iz relane Fourierove vrste lahko prisli tudi nazaj, e bi upostevali:

F(n) = M in F(n)=F(—n) n<0.

Zapis periodicnih signalov s Fourierovo vrsto

f(t) = f(t+1To)

Kompleksna Fourierova vrsta

+ 00
fy = Y Fn)em!
| t1+T0o .
Fn) = 4 f(t)e 7meotat .
Jty

f(t) «— F(n) : f(t) in F(n) imenujemo Fourierov par.
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Kompleksni spekter periodicnih signalov

* Koeficiente F(n) imenujemo kompleksni spekter periodi¢nega signala f(t).
— Spekter — odraza frekvencne lastnosti (n se nanasa na frekvenco nw)
— Kompleksni — vrednosti F(n) so v sploSnem kompleksne

Predstavitev z realnimi spektri
Kartezitna F'(n) = C'(n)+ jD(n)
C(n) in D(n) sta realni funkciji ineksa n.
C(n) realni spekter

D(n) imaginarni spekter

Polarna F'(n) = \F(n)\ej@(“)

|\F(n)| in ©(n) starealni funkciji ineksa n.

|F(n)| amplitudni spekter
©(n) faznispekter

Kompleksni spekter periodicnih signalov

IF(n)] = ++/C(n)2+D(n)2=-+y/F(n) F(n).

( D(n) ) )
arctg —— . C 0
arcty ) (n) >
O(n) = <«
D(n) ) )
+7m 4+ arctg ——, C(n) <0,
| C(n)
C(n) = |F(n)|-cos®©(n),
D(n) = |F(n)| -sin@(n).

45



Kompleksni spekter periodicnih signalov

|F(”) | amplituda sinusnega nihanja /7“0t frekvenci nm,, ki je
~ vsebovano v signalu f(t)
& ( ';fzr.) doloca fazni zamik tega nihanja.

Re(F(n)elmot)

Spektri realnih periodicnih signalov
f(t)eR

2 ap = .
flt) = —+ (y COS nwot + by sin nwot
g .)

- n=1

9 t1+To 9 t1+To
Op = — f(t)cosnwotdt , by = — / f(t)sin nwot dt
TO ~/tl TO Jtq

1
[F(n)| = +5Va; +b5

2

b
—au"ctgi , a, >0

n

b,
+7 —arctg — , a, <0

Qn
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Spektri realnih periodicnih signalov

1 t1+To 1 t1+To
F(n)= —/ f(t) cos nwotdt — j—/ f(t)sin nwotdt
TO t1 TU t1
1 t1+To
C(n) = ™ f(t) cos nwotdt |
0 Jt
1 t1+1o
D(n) = — f(t) sin nwotdt
0 Jty

F(=n) = F(n)
C(—n)+ jD(—n) =C(n) — jD(n)
Cln) = C(=n), [E(n)| = [F(=n)] .
D(n) = —=D(-n) O(n) = —O(—n)

Spektralna predstavitev realnih periodi¢nih signalov s svojim potekom
za nenegativne frekvence povsem dolocena.

Spektralna vsebina signala pri negativnih frekvencah je le zrcalna slika dogajanja
na pozitivnem delu frekvencne osi.

Spektri realnih periodicnih signalov




Primer

» Realni periodi¢ni signal f(t) izrazimo z realno Fourierovo vrsto.
* V posebnem primeru, ko je T, = 2b, dolo¢imo tudi vrednost

Fourierove vrste prit = b/2, kjer signal f(t) ni zvezna funkcija.

b b
E -5 § t < +§
f(t) = 0 ; +g§t<T0—g
flt+nTy) = f(t), neZ, drugod
f(t)
E
7% 0 3 TO;% Tw% t
Primer
f(t) = f(=t)
b'rz =0
2 'TD—% 9 .+%
n = 7 f(t) cos nwot dt = 7 E cos nwot dt
0J-2% 0.J-t
_ 2E sin nwﬁ’*% _ 4K sin%
To  nwy 1-% Ty  nwo
2FEb sin %
o nwob
To TO
0 . 2D sin 2% 2R} I sin 2208 9
e ap = lim = im =
" 0 n—~0 TU _’nb‘é‘(]b TO n—>0 '”'(""'Ob TO
o0 oo .. nwpb
ry o) Eb  2FEb sin 5=
ft) = o +Zan cosnwot = T - T Z b COS nwot
n=1 0 0 n=1 2
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Primer

wo = — Th = 2b wop =

TO n

sin =5

i

2

[ = Z

2
~ E Eil_nw nmw
T f=n

Sl

an =

in T
2 cosn—t

t:% f(5) = 5+ sin —- cos —-
onT o onm By )
51117 . c057 =0 =zavsakn f (E) = 5
Primer
f(t)
E N
J(3)r e
b < b
-2 0 b 3% t

—
I
=

~n
) I
—— o
[ ] L= N1 -~ S e [~
R — S
I Il

&5
)
I
o)




Primer

Za realni periodicni signal f(t), v primeru ko je T, = 2b, izrazimo 3e njegov

kompleksni, amplitudni in fazni spekter

an — jbn sin %

F(n) = —5 an=FE—2 | b, = 0.
- 2
a, FE sinZt . .
F(n)z(‘(n}z%:jwnﬁz C(—n) =C(n)
2
(—1)k+1:€ . o n=2k-—1
E sinZf mn
F(n) = 9 nr - £ n=>0
< 2 2
0 n = 2k k#0
Primer
J|E ‘ n=2k—1
min
Fin) = o) = £ (22 2| _ E |
2 T 5 . [ ()
0, n=2k k£ 0
4 ~ K ni > -
0, >0 sin - = {')
o(n) T, - sin 5~ < 0
= n = £
‘ —T 0 sin ”2” > ()
n <\
0. sin % <0
L =
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Primer

" F(n)=C(n)

>

R

¥[e]

—wp 0] wo 2wo ‘J) Gwo
5 ,\F (n)|
T T i °
—wo 0 wo Qwo 34.:)[) 6w0
O(n)

L]

—wo 0] wo 2w 3wo Gwo




4 Korelacija periodi¢nih signalov

V poglavju je predstavljena korelacija periodi¢nih signalov.

Poglavje obravnava:

e definicijo korelacije periodi¢nih signalov,
e definicijo avtokorelacije in krizne korelacije,
e lastnosti korelacije,

e avtokorelacijo periodi¢nih signalov:

neodvisnost od spodnje meje,

neodvisnost od spodnje meje,

Parsevalovo enacbo,

Hermitovo simetrijo,

povpre¢no moc signala,

frekvenCno predstavitev avtokorelacije,

maksimalnost,

Zeveznost.
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Korelacija periodicnih signalov

Korelacija o, ;(7) periodiénih signalov f;(t) in f;(¢) z enako periodo Tj je dolocena
7 izrazom

: t1+To
o) =g [ T+, (4.1

ty

Ce sta periodiéna signala f;(t) in f;(t) moénostna, ¢;;(7) obstaja za vsak realen
¢asovni zamik 7 in jo prav tako lahko opredelimo kot signal.

[zkaze se, da je zaradi posebnih lastnosti, ko je
fi(t) = f;(t) .
smiselno loc¢evati med dvema moznostima:
m ce je f;(t) # f;(t), korelacijo ¢;;(7) imenujemo krizna korelacija,

m ce pa je f;(t) = f;(t), korelacijo ¢;;(7) imenujemo avtokorelacija.

Lastnosti korelacije

* Neodvisnost od izbire spodnje meje t;

1 t1+10 1 to+To
oo = [ T+ = TT0f (4 ) dt
TO t1 TO to
* Periodicnost
wij(T+To) = @ii(7)
1 t1+To
pij(T+10) = = Fi() fi(t+74+Th)dt
TD . tl
1 t1+To
= 7 [i) 5t +7)dl = i(7)
0 Jty
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Lastnosti korelacije

¢ Antisimetricnost

pii(T) = @i(=T)
1 -t1+To 1 t1+7+To .
t'=t+71  pulr) = T fi(@) fi(t + 7)dt = ?/ [t =) fi(t)dt
0 Jty 0 Jty+r
1 t1+7+T0o 1 t1+T0o
pii(T) = = fit = 1) fi(t)dt" = —/ Jilt") f;(t" — T)dt’
j—b t1+71 T(). t1

1 t1+T0
= T Si@) f5(t" = T)dt" = pi;(=7) -
0Jty

Ce sta fi(t) in f;(t) realna signala, velja:
0ii(T) = ij(=T)

Lastnosti korelacije

* Frekvencna predstavitev

Kompleksni spekter korelacije: i (7) «— ¢ij(n) = Fi(n) - F;(n)

1 t1+To t1+To +oo v
ii(T) = =— i) fi(t+7)dt = — fi(t) Z Fj(n)e?m=ot+7) gt
) Ty J4, Ty Ji, i
+oo _ 1 t1+To _
>y Fy(n)el" 07 = / fi(t)elotdt .
n=—0o0 0 Jtq
1 t1+To ) . 1 t1+To -
— S()e! "t = — (e Jnwoldt = Fi(n
T ). filt) o). fi(t) (n)
—+ 00
o) = X ETmE
n=—oc
=+ 00
Yi(T) = Z ®ij(n)e’™ 0T pi(n) = Fy(n) - Fj(n) ?
n——oo
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Lastnosti korelacije

e Zveznost

Korelacija goij(z') je zvezna funkcija, ¢e sta le mo¢nostna periodi¢na signala fi(t)

in fj(t) omejeni in vsaj odsekoma zvezni funkciji.

Zveznost korelacijske funkcije je pogojena z njeno definicijo kot dolo¢enim integralom
integranda, ki je omejena in odsekoma zvezna funkcija.

Avtokorelacija periodicnih signalov

1 ti+To
pulr) = 7 / 0 filt + r)di

t1
Lastnosti:
* Neodvisnost od izbire spodnie meije t,
1 t1+To 1 to+To
i,?jj(T) = = / fI(lL)f[(lL —f— T)dt = - f;(lt)f,(t + T)dt
l(p Jty I(J Jto

* Periodicnost
©ii(T +T0) = @ii(T)
* Hermitova simetrija
pii(T) = @ii(=T)

Ce je signal Ti(t) realen:  ;i(—7) = wii(T) sodost

Ker je avtokorelacija periodi¢nega signala periodicen signal, je dejansko Ze povsem
dolocena s svojimi vrednostmi na polovicnem intervalu periode.

1o
0< —
)7T<2
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Avtokorelacija periodicnih signalov

* Povprecna moc signala fi(t)
vii(0) = Py,

1 [htTo 1 t1+To )
— [ FOswa = [ n0ra = py,
0 Jt 0 Jt,y

L 1
* Frekvenéna predstavitev ¢;(7)
pii(T) = uln) = |F;(n)|?

Kompleksni spekter ¢.:(N) realen in nenegativen zato:

@a(n)] = diln) .
(—)”(n) = 0.

Avtokorelacija periodicnih signalov

* Avtokorelacija goii(‘[) je periodicen signal s faznim spektrom, ki je enak 0.

*  Avtokorelacija ¢;i(7) je dologena le z amplitudnim spektrom |F;(n)| signala fi(t)
in je zato neodvisna od poteka njegovega faznega spektra 6;(n):

400 400
\5:2(7—) — Z (D“ (n)ejnwm' _ Z ‘Fi(n-NQGJRWOT
n=—oo n=—00

— To lastnost lahko s pridom uporabimo takrat, ko Zelimo iz signala fi(t) izlo¢iti vpliv, ki
ga ima na potek signala njegov fazni spekter. Hkrati pa neodvisnost avtokorelacije
od faznega spektra izvornega signala pomeni tudi, da preslikava

fi(t) — 040

ni povratno—enoli¢na. Oziroma, da vsi periodicni signali z enako periodo, ki se
ujemajo v amplitudnem spektru, dolo¢ajo enako avtokorelacijsko funkcijo.
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Avtokorelacija periodicnih signalov

fi(t) = fi(t —to)

Dolocimo zvezo med kompleksnima spektroma signalov fi(t) in fi(t)!

' =1t—ty
1 t14+70o 1 t1+1o—to ' ,
Filn) = = filt —to) e7Im0tdt = — fi(t)emImwolt'+ta) gy!
’ T;'l Jtq T;'l Jt1—1tg
. 1 t1+7To , , '
- efﬁw‘ﬂo_— / fi(fl)efjnwﬂt dt’ = eij‘”““'DtOFj(n) .
TU Jtq
Fi(n) = e /"0l (n)
[Fij(n)] = [e7 /"0 Fy(n)] = e "] - [Fi(n)| = |Fi(n)

Avtokorelacija periodicnih signalov

* Naj bo periodicni signal fi(t) realen.
[Ei(n)| = |Fi(—n)]|

Gii(—n) = ¢i(n)
—+o0
wi(T) = Z @”(n) o TWoT
= ¢u(0)+ Z ((g*)j,,-(n) + g-‘)z-,,v('n)) COS MW, T +j(¢)“;(n) — g*)?-,,v('n)) sin HLUOT)
n=1
= ¢;;(0)+2 Z Oii(n) cosnw,T . (4.23)
n=1
1 ,
|F(n)| = =va2 + b2 5 ~
2 — (1) 1 )
i (T) — 4+ = Z .+ b7) cos nw,T

Gii(n) =

4
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Avtokorelacija periodicnih signalov

+oo
* Parsevalova enacba ©0::(0) = Z Gii(n)
400 n=—oo
)= 3 dulnere
n=-—oo

V izraz za Fourierovo vrsto avtokorelacije postavimo vrednost 7 = (.

@;i(n) interpretiramo kot del moci, ki je vsebovan v signalu fi(t) pri frekvenci nw,,.

Spekter @;;(n) nam pove, kako je v signalu fi(t) porazdeljena moc v odvisnosti
od frekvence nw,,.

Spekter @;(n) zato imenujemo mocnostni spekter signala fi(t) .

* Maksimalnost  ,;;(0) 2 [ii(7)]

Periodi¢ni mocnostni signali z enako periodo tvorijo vektorski o am
prostor, v katerem lahko dolo¢imo skalarni produkt:  ((¢). y(¢)) = %/ w(t) - y(t) dt .
t1

Avtokorelacija periodicnih signalov

* V vektorskih prostorih z definiranim skalarnim produktom velja Schwartz-
ova nenenacba:

i (TP £ ¢ii(0) - 35(0)
i (MF = 97(0)
i (T) = @ii(0)
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Avtokorelacija periodicnih signalov

Zveznost

Avtkorelacija ¢;i(t ) je zvezna funkcija, &e je le mo¢nostni periodi¢ni signal fi(t)
omejena in vsaj odsekoma zvezna funkcija.

Primer
f(t) = Acoswy(t — 5—"2) = Acos(wot — O)

Dolo&imo avtokorelacijo ¢(7 ) signala f(t)
in podajmo njen potek!

<« T —>

Avtokorelacija periodicnih signalov

2 o0
o ay 1 2 1 2N
o(T) = 2 - B .Z(an + b)) cos nwoT

f(t) predstavlja sinusno nihanje s frekvenco wy: f(t) = A cos(wot — @) .
Ali je njegov zapis Ze Fourierova vrsta?

Qo

oo
=5 + E ay, COS NWot + by, Sin nwot

n=1

f(t)

f(t) = Acos(wot — @) = Acos O coswpt + Asin @ sin wyt

ap =Acos@., by =Asin@ in a, =0b,=0 za n#1l

1 2 2 A?
%9(7) = 5(01 + 51) COSWoT = 7 COSwWoT
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Avtokorelacija periodicnih signalov

p(7)
AZ
T2,
I
0 T
< Th >
AQ
9 0 = —
o) =5

Avtokorelacija periodicnih signalov

Primer
E , 05t<b
fit) = 0 . b<t<2b

f(t+n2b) = f(t), neZ, drugod .

fi(t)

Dolo¢imo zapis f; (t) s Fourierovo vrsto in avtokorelacijo ¢4, () ter
narisimo njen potek!
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Avtokorelacija periodicnih signalov

f(t)

E el —
—b 0 b To-t Toit ;
siu 5 a E sin Z°
a, = M2 b, =0 F(n)=C(n) = 271 == H2
? 2
b
Filt) = (b= 3)
inwo & o1 Esin 1
‘ w2 . m T
Fi(n) = F(n) e™ ™03 = F(n) e~ @07 = 5 jnwo
2
toe +oo -
f - E sin ) -
Sjnwot 2 wol(t— =0
f1(t) = Z Fy(n)edneot — 5 Tegwg( 0 )
n=—o0 T n=—o 2

Avtokorelacija periodicnih signalov

+oo

~ E sin &t 1y
A =f S T -
“ n=—occ 2
sin 75F
Py soda funkcija n
2
; T vsota sode in lihe
Jnwo (=) — cos nwa(t — T0) + 7 sinnwn (t — Lo
e cos nwo(t — 7)) + jsinnewo(t — ) funkeije n
~ E . sin 2T
fi(t) = 5 T EZ Mz cos nwg (t — %)
= n=1 2
~ E 2F 1 1
. T . T . T
Bty =—+= (co.su;g(t — T — 5 cosBun(t = B) + - cosu(t — B

Signal f;(t) smo predstavili kot neskonéno vsoto fazno zamaknjenih sinusnih nihanj.
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Avtokorelacija periodicnih signalov

* Dolocanje avtokorelacije

o11(7) = ¢11(0 +22c511 COS NWoT

n=1

‘EQ ., n=10
E sin 7\ 2
o11(n) = [Fi(n)]? = |F(n)]? = (2 2 ) = 0, n=2kANE#O0
2
?‘_QL; , n=2k+1.
. E? 2F? 1 ’
5511(7’) = L,SH(T) = T T (CU""&WO.‘ + 6(0% 3woT + —JLO‘: dwoT + . )

Avtokorelacija periodicnih signalov

1 t1+2b
011(7) = BT fit) fi(t+7)dt
VAt +
f(f+r)\Ez o ;fl(r)
E --- - —— —
2bp11(7)
0 b 2'5 3t
—> T <«
b—T1
075D
E? O<t<b—r 1 T E? :
flt+7) = 011(T) = o7 E*dt =" -(b—T
fit) filt +7) { 0 bre<t< P1a(7) Qb_/g ‘ 2?)( )
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Avtokorelaciia neriodicnih siegnalov

©11(7)

pu(—=7) = pu(7)

e11(T)

Ty
EQ
- 2b

Avtokorelacija (11 (7) je periodi¢na s periodo T = 2b.

*;:11(7-) (])—FT) —])é’]‘é“

Avtokorelacija periodicnih signalov

—2b fzj: 0 b 2b 3b
EQ
— (=T , —b<T<bh
) - { (0~ I7]) |
p11(7 +k20) = o1 (7)), KEZ, drugod .
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Frekvencna analiza
neperiodicnih signalov

V tem poglavju se ukvarjamo s frekvencno analizo neperiodi¢nih signalov.

Poglavje obravnava:

e vpliv postopka daljSanja periode na spekter periodi¢nega signala,

e Fourierov integral,

Fourierovo transformacijo in inverzno Fourierovo transformacijo,

kompleksni spekter neperiodi¢nih signalov,

lastnosti Fourierove transformacije, in

lastnosti spektrov realnih neperiodi¢nih signalov.




Vpliv postopka daljsanja periode na spekter
periodicnega signala

* Opazujmo druZino sodih periodi¢nih pravokotnih impulzov {g; (t)}, ki jim
spreminjamo periodo T:

E , —s<t<4d
gr(t) = 0 L 4b<t<r-?
gr(t+nT)=gr(t), neZ, drugod
- NajboT=T,
9T, (f)
E
—— bL— | | bo—

Vpliv postopka daljSanja periode na spekter
periodicnega signala

Eb sin 2wob

Goln) = 2
Y nwob
To meed
_ .. ~ FEb sin “’Tb _
* Vrednosti spektra Gy(n) lezijo na krivulji 7o T Pri w=nwo.
0 -
2
wo = 27 Go(n)
To Eb

TO /'ﬂc\
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Vpliv postopka daljsanja periode na spekter
periodicnega signala

Povecajmo periodo T; = 2T:

. nwib

Sl ——
Gl(n) - ?b n"li
1 5

gty (1)

| |
b 1 b :
b0 T, t

G1(n)
Eb ’

wy = 5 ”]' ]
- 0-76_6_/‘3/?_?.\9 ﬂk\é‘!f‘,’? T T ?\-‘é i’é,‘r?_?ﬁ‘a.é_é/a o9

0 w1 - w

Vpliv postopka daljsanja periode na spekter

periodicnega signala

2T 2 12w wo

Spektralne Crte postanejo enkrat bolj goste w; = — = —

T, 2T, 2T, 2

. . Eb  1FEb . -
Amplitude spektra G,(n) pa se, zaradi T za polovico zmanjsajo.
DaljSajmo periodo T Se napre;j: ! 0 7

- Go(n)
T”/
a1 () /'/
T s e S G
E () . - - G1(n)
MI ‘H
0t ] T e = H;,*T"T“ “IT\T‘@“ Theggoome—
B g1, (1) Ga(n)
#
n " o oomge® W%%““JTTILWIﬁfv(’“’“ vvvvv 9900055500999 x
T
l . g(t)
[°e] F
——— . ——— neperiodicen signal ?
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Vpliv postopka daljsanja periode na spekter
periodicnega signala
lim g (t) = g(1)
* ((t) je neperiodi¢en signal.

g(t)
E

0

_b b
2 2

* Spektralne Crte se bodo vse bolj zgostile in v limiti prekrile vso frekven¢no
os. Spekter bo postal zvezen.

* Hkrati pa se bodo velikosti spektra G(n) manjsale in v limiti postale
infinitezimalno majhne.

Fourierov integral

* Naj bo f(t) poljuben periodi¢ni signal s periodo T, ki ga lahko izrazimo s
Fourierovo vrsto:

+oo
L) = Y Fn)elme!

n=—00C
Lo e
Py =g [, fmyedr
To J-m
“+00 1 .+%
, t — . i—jnwm'd ijnu;gt
f[() nzx{TO /% fp(T)f T}(
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Fourierov integral

lzvedimo postopek daljSanja periode signala f,(t)

Tlim Ip(t) = f(t) f(t) je neperiodicen signal
— OO
0 1 o Wo dw
lim wo = dw lim — = lim — = —
To—o0 To—oc Tp To—oo 27 21
lim nwy=w
To**DC
+oc 1 .+%
B = A [ R e g e
To _To
n——o0 2

S postopkom limitiranja Ty = o< vrsta preide v integral:

P = i-%m{/%xﬂﬂeﬂ”W}@mm;

2m —00 e

Fourierov integral

) = 4 'm{ /W f(T)ej”dT}ej“tdw

2m —o0 —oo

* Enacbo po analogiji s Fourierovo vrsto imenujemo Fourierov integral.
Zapis neperiodi¢nega signala f(t) z integralom kompleksnih sinusnih nihanj et

Fourierov integral je dolocen z integralom preko cele frekvenéne osi. Zaradi tega
so v neperiodi¢nih signalih lahko zastopana sinusna nihanja ¢7“! s poljubno realno
frekvenco w.

* Spekter neperiodiénih signalov je zvezen.

Vsako izmed sinusnih nihanj e’“"v izrazu za Fourierov integral nastopa pomnozeno z
{f+x f(7) E_ijdT}dw, kar je zaradi diferenciala d w infinitezimalno majhna

—oo ST,
koli¢ina.
+ Sinusna nihanja e’“! so v neperiodi¢nih signalih zistopana z infinitezimalno
. v . . oo p —q
amplitudo. Kon¢na ostaja le vrednost integrala f_% f(r)e797dr
ki jo lahko opredelimo kot amplitudno gostoto. —
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Fourierova transformacija in
inverzna Fourierova transformacija

"FOC .
Oznatimo: F(w) = / f(t)e <t
e
Fourierov integral krajSe zapiSemo:

I .
ft)y = Fw)e'“ dw .

21 )

Enacbo, ki dolo¢a F'(w) imenujemo Fourierova transformacija signala f(t).
Simboli¢no to oznac¢imo kot:

F(w) = F(f(t))

Fourierov integral v zgorniji obliki pa inverzna Fourierova transformacija F'(w)

Fourierova transformacija in
inverzna Fourierova transformacija

* Fourierova in inverzna Fourierova transformacija definirata
preslikavi med ¢asovno in frekvencno predstavitvijo signala.

Ker gre za dve med seboj inverzni preslikavi, to pomeni, da za signale, za katere
transformaciji obstajata, pridobimo dve med seboj ekvivalentni predstavitvi, ki jih
pri obdelavi in analizi signalov lahko enakovredno uporabljamo.

» f(t) in F(w) imenujemo Fourierjev par:

f(t) — F(w)
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Dirichletovi pogoji

Zadostni pogoji, ki jih mora izpolnjevati signal f(t), da ga lahko izrazimo s
Fourierovim integralom:

* Signal f(t) je absolutno integrabilen preko cele ¢asovne osi

/x F)]dt < o0

* Signal f(t) ima v vsakem kon¢nem intervalu le konéno Stevilo nezveznosti.

* Signal f(t) ima v vsakem kon¢nem intervalu le kon¢no Stevilo maksimumov
in minimumov.

Ce signal f(t) izpolnjuje pogoje za Fourierov integral velja:

N AUES R0

Kompleksni spekter neperiodicnih signalov

* Fouriejevo transformacijo F(w) imenujemo tudi kompleksni spekter
signala f(t).
— Kartezi¢ni zapis F(w) = C(w) + jD(w)
C(w) realni spekter,
D(w) imaginarni spekter signala f(t).

— Polarni zapis F(w) = |F(w)|e’®®

|F(w)| spekter amplitudne gostote, |F(w)| = +y/C(w)? + D(w)? = +/F(w)  F(w),
O(w) fazni spekter signala f(t).

w)

T arctg — 5 C(w) >0
m | New
D(w) Flw) € Ow) =
7 + arctg D(W) . (w) <0
\ Clw)
S
C(w) Re Cw) = |F(w)|-cos@(w),
D(w) = |F(w)|-sinO(w).
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Kompleksni spekter neperiodicnih signalov

S stalis¢a fizikalne interpretacije frekvencne (spektralne) vsebine signala je
pomembnejsi polarni zapis kompleksnega spektra F(w).

* Spekter amplitudne gostote |F(w)| podaja amplitudno gostoto sinusnega
nihanja e/“* pri frekvenci w, ki je vsebovano v signalu f(t),

» faznispekter @(w) pa njegov fazni zamik.

Lastnosti Fourierove transformacije

* Lastnosti spektrov realnih neperiodicnih signalov

) Izpeljava enaka kot za kompleksni
f(t) realen signal

spekter periodicnih signalov

1oo _ “+oo +o0
F(w) —/ f(t) e—M(H—/ f(f)com;z‘(h‘—j/ f(t)|kin wt dt

— 00 — o0
+oc
Clw) = / f(t)coswtdt | F(*w‘) — F(w‘) ‘
- +oc
D(_w‘) = / f(f) sin wt dt . Cr(*w) — (‘r(w)
. 5 - Di(—w) = —-D(w
Spekter realnih signalov je popolnoma dolocen (=) ()
Ze s svojim potekom za pozitivne frekvence w.
Potek spektra za negativne frekvence je le sodo ali F(—u;]| = |F(u,)| .
liho prezrcaljen potek spektra s pozitivne frekvenéne \ -
o O(-w) = —O(w).
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Lastnosti spektrov realnih neperiodicnih
signalov

realni signal f(t) soda funkcija: f(t) = f(—t)
f(t)-sinwt jeliha funkcija, zato D(w) = 0

Flw) = Cw)eR
Flw) = F(—w).

realni signal f(t) liha funkcija: f(t) = —f(—t)

f(t)~COS wt je liha funkcija, zato C(u;) — 0

Flw) = jDw)el
Flw) = —-F(-w).

Primer 1

* Zasignal f(t) dolo¢imo njegov kompleksni spekter F(w) in realne spektre

C(w), D(®), |F(w)|, ©(w) ter nariimo njihov potek. ()

£t e t>0 ., a>0 !
t) =
0, drugod
0

t

+oc ‘ +oc . +oo _ '
Flw) = ] f(t)e 7« dt = / e eIVt = / e~ (@it gy
Jo Jo

— o

_ _#ﬁj—('a—t—jw)t o _ 1 _ a —_jud
a+ jw 0 a+jw  a®+w?
. a W
Clw) = Dw) = -— 5 5




Primer 1

1 ’)
' D(w)
. a )
¢ (W') (l2 +w‘2 ' /\ 4

(12 a1 h“.2 0 ) “\/‘&
F(w’) =
1 1 T IFW)
A‘/a2+.&.2 Y
Ow)
\ 3
A(w) = arctan DW(‘W‘)
C(w) o | ’
) i ‘O w 0\»&
= arctan (7g) = —arctan ;
Primer 2
Fourierova transformacija signala .2
f(t) = FEe ", E.a>0

(Za izpeljavo glej ucbenik Signali str. 101 — 1(

Flw) = E\/gewg/‘l“

£(0) gz [P
0 t 0 w

Signal f(t) in njegov spekter F() imata enako funkcijsko obliko.

Signal f(t) je in varianten na Fourierovo transformacijo!
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Nekatere lastnosti Fourierjeve in
Inverzne Fourierjeve
transformacije

V tem poglavju se seznanimo z izbranimi lastnostmi Fourierove in inverzne Fourierove trans-
formacije.

Poglavje obravnava:

e linearnost Fourierove in inverzne Fourierove transformacije,
e kompleksni spekter pri

— premiku signala po ¢asovni osi,

premiku signala po frekvencni osi,

amplitudni modulaciji signala,

odvodu signala, in

integralu signala.
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Linearnost

Fourierova in inverzna Fourierova transformacija sta linearni transformaciji:

Flafu(t) + 5f2(0) = aF(fu(H) + BF(fa(t)) .
FHaF(w) + BFy(w)) aF 1 (Fi(w)) + BF HFy(w)) .

00 '
Flafi(t) + B8fa(t) = / (afi(t) + Bfa(t))e <" dt

—C

+oo . +oc _
= a'/ fl(t)e_-wtdtJr.ﬁ’/ fo(t)e 7 dt

= aB\(w) + BF(w) = aF (A1 (1) + BF(f2(1)

Podobnost
1 w
f(t) — F(w) f(f(a,t)) = —F(—)
la|” “a
g(t)=flat) t' =at a>0
Glw) = / - Flat)e—i“tar = 1 / o F(t)e w5 ay!
e o Ca) o ' '
L ey, 1wy 1w
a <0
oo : 1 [ oy
G(w) f f(at)e 7 dt = —/ (e 1@ !
o a )
1 00 T A Y 1 w 1 w
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Podobnost

f(t) — f(at)

Preslikava
pomeni kréenje ali razteg poteka signala f(t) po ¢asovni osi. Ce je |a] > 1, je

potek signala f(at) skrcen glede na f(t), sicer pa raztegnjen
Lastnost podobnosti pravi, da se v primeru, ko se potek signala skrci po
casovni osi, njegov spekter po frekvencni osi raztegne in obratno.

Primer

£(®)
E

wale

o<t

E .
B 0, drugod .

Dolo¢imo kompleksna spektra signalov
f(t) in f(2t) ter skicirajmo njun potek

[SIE

F(t)

Primer

Fcoswtdt =2F / cos wt dt

[N

2

/ f(t)coswtdt = /
— 00
sin <2

Flw) = Cw) =
2F t sln—
= —sinwt| =2F =FEb—4
w 0 w =
2
1 w Eb sin &2
(28)) = —F( )
(£(21)) sE\3) =5 gb
4
I f(2t)
E E
,% 0 % t 7% 0 % t
F(f@)
Eb
F(f(2t)
Eb
2
\v/\\/ 0 % \\-//0\\-/:
oman am
b b b
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Premik po casovni osi

Ft) = Fw)  F(fi—t) = e7Fw)

git) = f(t —to)  t'=t—to

“+o00 “+00
G(w) / f(t—to)e 7¥tdt = / f(the I +to) gy

— 00

+oo
= e‘-’“’“’/ f(te It dt = e I F(w) .

G = e nlre)] = )
G(w) = (;(uf)‘f’jgg(‘w) = ‘F(w)|€-'j8f(-w)€:7jwt° = G'(u;)‘ej(gf('“"’)*wto)
(‘)g(u)) = (,‘)f(w‘) — w‘tg

* Spekter amplitudne gostote se zaradi premika signala po ¢asovni osi ne spremeni.

+ Casovni zamik povzro¢i linearno spremembo faznega spektra. Velja tudi obratno.

Primer
E, —bcit<cqld
ft) = { _ ’ ’
0, drugod
ft(t) - f(f_fz)
f(t) fi(t)
E E
-2 0 st =2+t o bt ot

Doloc¢imo spekter amplitudne gostote in fazni spekter signalov f(t) in f;(t) ter
Skicirajmo njihove poteke.
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s wh
F(w)=C(w) = Eb—_2
2
oo wh
|F(w)| = Eb| =2
sin «b
|Fi(w)| = |F(w)| = o5
2

Primer

Premik po frekvencni osi

f(t) = F(v)

FHF(lw—-w)) = “°'f(t)

G(w) = F(w - w)

+oo 4o ‘
Flw—wo) = / Ft) e dwmwolt gy — [ (f(t)e?otye 7t

RO
= / g(t)e 9t .

g(t) = f(t) 7"
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Amplitudna modulacija

‘ 1 ‘
f(t) &= F(w) f(t)coswot §(F(u; —wo) + Flw + wo))
g(t) = f(t)coswpt  9(t) imenujemo amplitudno moduliran signal f(t), kjer je w,
poljubna realna frekvenca.
i, 1, it o iwats
coswot = T(‘-‘] ot 1L g—Iwo )

N

1 : 1 N 1
g(f) = §f(f)€]wot + if(ﬂf,—Jw‘ot — §(F(w' — w'O) € F(w 4 WO))

Flw)=0= |w| >W W frekvenéna $irina signala

wp > I‘v
Amplitudna modulacija
f(t) «— F(w) f(t)coswpt —— %(F(uufw!o) + F(w +wo))
F(w)
;'/\\'\.
. N
—-W 0 w w
3(F(w — wp) + F(w + wp))
VR /N
/ \\ / \
/ | \ | | = | \
—Wo -W 0 w «o w
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Spekter odvoda signala

» df (1) :
t) — F(w F = jwF(w
o —re) A(TDY _ ore
df (¢ AL) — f(t
o(t) = G = pim FEEIE
Glw) = /ﬂi_x A%tiglo f(erAfA)f 70 e IUtdt =

A0 At

— 0

Spekter odvoda signala

| ToOf(tHAL) oo £(¢ )
lim (/ f(t+at) e It dt —/ f() e‘“tr_lz‘) = lim (I; — I2)
—ee AT At—0

t = trat
+oo _jwAt +oc _JwAL ,
I = FE) ot —atygyr . 7 (i) =it gy — T @)
J . At At ) T At
+,x - ‘\
I, = / L?L)e“:_j"’“'t(h‘ = M .
J . ot At
. ' N | . ejw(OJrAt) _ pJwO
Glw) = Alitll_}lo(fl — 1) = AltIEIDF(w) o = F(w) Altlglo o
delw? _ \
= u;)7|t:0 = JVJF(«,U') .

Ce je f(t) n krat odvedljiv,

f(d”f(f)

(ht-n ) = (]“J)HF(“‘)
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Spekter odvoda signala

Komentar

Pogosto je koristni del zastopan v niZzjem delu spektra signala, Sum pa je
visokofrekvencéne narave. V takem primeru se razmerje signal/Sum poslabsa,
¢e namesto originalnega signala f(t) obravnavamo njegov odvod g(t), saj

zaradi zveze [
df (t \

dt

Gw)| > |F(w)l. w>1,
Gw)| < |Fw)|. w<l,

Negativni ucinek se Se poveca, ¢e namesto prvega odvoda obravnavamo visji
odvod signala f(t)

F(TIDY — orp)

Primer

Elektrokardiografske signale lahko z ustrezno porazdelitvijo elektrod po telesu
izmerimo v razli¢nih smereh. S posebno razdelitvijo elektrod lahko pridobimo
tudi elektrokardiografske signale v treh ortogonalnih smereh T.yin 2z
glede na normalno lego ¢loveskega telesa. Tako pridobljeno trojko signalov

(J’(T)- y(t), 3(1‘)) imenujemo vektorkardiogram (VCG).

Potek VCG-ja lahko predstavimo kot so¢asno predstavitev vseh treh kanalov
ali tudi kot krivuljo v tridimenzionalnem prostoru. Posamezni znacilni deli EKG
signalov se prikaZzejo kot zanke v prostoru. Najizrazitejsa je zanka, ki ustreza
najvecjim amplitudnim spremembam v EKG-ju, to je predelu QRS.

I(t)§ £
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Primer

Pri klinicnem raziskovanju potekov QRS zank se je izkazalo, da so te prostorske
krivulje ve¢inoma ravninske in da odstopanja od takega poteka kazejo na
doloceno bolezensko stanje.

Potek prostorske krivulje, ki je vsaj trikrat zvezno odvedljiva, povsem doloc¢imo
s fleksijsko ukrivljenostjo ¢(S) in torzijsko ukrivijenostjo 7 (5)

2 = (T T )
?"(s) ?”(s). R (5)]
<(s)

?(a) — ({(s)u(s)(%))

ds® = da? + dy? + d=?

Primer

v —N
Ce velja, da je 7(S) = 0, je krivulja v (s) ravninska.

Povprecna absolutna torzijska ukrivljenost

1 L
— / i7(s)|ds , L dolZzina zanke
0

mera za ,ravninskost” zanke.
Pri doloCanju ocen za torzijsko ukrivljenost tezave.

» Potrebno oceniti vrednosti prvega, drugega in tretjega odvoda. Ze samo
zaradi napak, ki se jim ne moremo izogniti zaradi kvantizacijskega Suma, je
bil efekt poslabsanja razmerja signal/Sum pri vec¢kratnem odvajanju
signalov tak, da so bili rezultati ocene torzijske ukrivljenosti povsem
neuporabni.

* Uporabili priblizek s trigonometrijskimi funkcijami in odvajanje izvedli
analiticno

k
— -
T(s) = TH(s)= Z V (n)ed™wos
n=—k
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Primer
Vzorcéen signal VCG Priblizek

Spekter integrala signala
f(t) «— F(w) f(/f _ f('r)d?') = —L'F(u,)

o) = [ X f(r)dr )

/ PR UeF )

dr jw

g(t) — .—F(w):—%F(w).

jw w

Nasprotno kot v prej, se situacija, ko visokofrekvencni del v signalu predstavlja

nekoristni signal — “Sum”, po integriranju signala izboljsa. Zato je integriranje
v postopkih obdelave signalov ponavadi stabilen proces, ki razmerje
signal/Sum izboljsa.
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Korelacija in kovolucija
neperiodicnih signalov

V tem poglavju so predstavljeni delta funkcija, korelacija in konvolucija neperiodi¢nih si-
gnalov.

Poglavje obravnava:

e Fourierovo transformacijo delta funkcije in konstante,
e tipalno lastnost delta funkcije,

e avtokorelacijo neperiodi¢nih signalov,

e lastnosti avtokorelacije neperiodi¢nih signalov,

e krizno korelacijo neperiodi¢nih signalov,

e lastnosti krizne korelacije neperiodi¢nih signalov,

e konvolucijo neperiodi¢nih signalov,

e lastnosti konvolucije neperiodi¢nih signalov, in

e linearne stacionarne sisteme.

84



Fourierjeva transformacija funkcije o(t)
In konstante

E, —s<t<+%, E-b=1

fo(t) =

0, drugod .
L )
b
i wb i wb
sin == sin ==
) — 2 2 L 0 ;
Folw) = Bb—5= = =7
. ~sin “’7‘5
lim F(w) = lim —= = A(w) =1
b—0 b—0 WT)

Fourierjeva transformacija funkcije d(t)
In konstante

Signal z d(t) lastnostjo, da je njegov kompleksni spekter A(w) enak kon-
stanti 1, imenujemo funkcija delta. Funkcijo d(t) torej implicitno definiramo
s spektralno lastnostjo:

ot) «— Aw)=1.

Veéasih funkciji 6(¢) pravimo tudi Diracov impulz ali enotin impulz.

L () Fy(w)
- 1
~_ N /\ P
8 0 VA AV
2 2r 4w
b b
a(t) )
0 t 0 w
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Tipalna lastnost funkcije (%)

oo ..
L[ renwa—g [ s

—00 — l—;

(1) 1 f(t)

t

I, : Povpreéna vrednost f(t) na intervalu —b/2 < t < +b/2

Tipalna lastnost funkcije (%)

lim [, = f(0)

b—s

00
/ F(6)3(t)dt = £(0)

oo
| rwste- e = feo)

— 00

Druga implicitna definicija.
Obe definiciji sta med sabo ekvivalentni
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Fourierjeva transformacija funkcije o(t)
In konstante

5ty = F ' Aw)) = % /Jﬂi el dw = i_ +}Eoswfd<,u + %/+);illw’f dw
1 to h - -
= . ) coswt dw .
Fla) = /era ceTI¥tdt = a/+ xcos wt dt — ja‘/’+?1111u'f dt
_x+x e .
= a./ coswt dt .
Fla) = 2mad(w)
Fourierjeva transformacija funkcije o (t)
In konstante
f(t) =a 2rad(w)
0 t 0 w
o(t) AW
0 t 0 w
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Avtokorelacija neperiodi¢nih signalov

+oo

pulr) = [ FOA(t + i

— 00

Lastnosti:
1. Hermitova simetrija: ©ii(—T) = @ii(T)

2. Energija signala fi(t): ¢ (0) = EY,

+oo +o0o
997372(0):/_ | fz:(t)fq:(t)dt:/ | |fi(t)[Pdt = Ey,

3. Maksimalnost: ©i(0) 2 | (7)]

Avtokorelacija neperiodiCnih signalov
Lastnosti

4. Frekvené&na predstavitev: ;;(7) < ¢yi(w) = | F;(w)|?

I
5. Parsevalova enacba: ©ii(0) / dii (w)dw

:% .

1 [T :
@i (T) —/ Pii(w)e’* " dw

:27r

6. @@(w) spekter energijske gostote

1 L . .
o ¢ii(w)dw  :del energiie v signalu fi(t) pri frekvenci w .
T
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Avtokorelacija neperiodiCnih signalov
Lastnosti

7. Faznispekter Oy (w) = 0
¢ii(w) = |Fi(w)|> >0
8. Avtokorelacija ni odvisna od faznega spektra signala f(t).

Zato velja: f;(t) = fi(t —to) = ¢5;(T) = @i(T)

9. Zveznost:

Avtokorelacija je zvezna funkcija, Ce je signal iz katerega
jo dolo¢amo vsaj odsekoma zvezna funkcija.

Krizna korelacija neperiodi¢nih signalov

+0o0
e :/ FO £ (E+ 7)dt

— o0

Lastnosti:
« Antisimetri¢nost:  ;i(7) = @i (—T)
* Frekvencna predstavitev:

pij(T) < ¢ij(w) = Fi(w) - Fj(w)

e /Zveznost:

Krizna korelacija je zvezna funkcija, Ce sta signala iz
katerih jo dolo€amo vsaj odsekoma zvezna.
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Krizna korelacija neperiodicnih signalov

* MnozZica vseh neperiodi¢nih signalov s kon¢no energijo (energijskih)
tvori vektorski prostor
— Vsota f3(t) dveh poljubnih energijskih neperiodi¢nih signalov fi(t) in f5(t) je
energijski neperiodi¢ni signal:
fa(t) = f.(t) + f,(t)
— Zmnozek g(t) skalarja (konstante) a. s poljubnim energijskim neperiodi¢nim
signalom f(t) je energijski neperiodi¢ni signal.
g(t) = af(t)
* V vektorskem prostoru neperiodiénih signalov lahko definiramo
skalarni produkt

o) = [ a0y

» Kirizno korelacijo lahko predstavimo tudi kot skalarni produkt
neperiodi¢nih signalov (vektorjev)

00
pulr) = i+ 7). £i0) = [ F@f e+ mar

— o0

Krizna korelacija neperiodicnih signalov

« Podobnost med signaloma:

pi (1) = {fi(t+7), [i(1))

(@ y) =l 1 5 || cosb

« Zveza med korelacijo in razdaljo:

2= Y T — T (T — T T —

(v, y)=|z-y|'=(x -y, 2 —y)

¢z, y) = (F, o)+ (y ) (7, y) — (v, )
= E T T - 2Re((F 7))

*(fi(t+7), fi() = ©;;(0) + ©i:(0) — 2Re(pi5(7))

Velika razdalja — majhna korelacija; majhna razdalja — velika korelacija
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Krizna korelacija neperiodi¢nih signalov

Primer:

Dolo&imo korelacijo ¢, (7) signalov x(t) in y(t)

e(t) u(t)
A B
~t 0 u t 0 z t
-B
+ 00
Pay(T) = / x()y(t + 7)dt
— 00

o0
Puy(T) = / r(y(t+7)dt 0<7 <2

J —o0

a(t) -yt +7)

AB|
x(t) y(t+7)
\r"':@'i
0 Tt
<T-
< 2>
LB
b b
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-------

+o0
Py (T) = / x(t)y(t + 7)dt T>0b
y(t+7)
_______ (1)

\ : : A &
T P
<— T

Pay(T) =0
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Simetrije: x(—t) = 2(t) in  y(—t)=—y(t)

z(t) «— Xw)=Plw)eR in P(—w) = P(w) ,
W) V(W)= Q) € i Qw) = Q).
Pay(T) —  Gay(w) = jP(w )Q( ') € N dpy(—w) = —0uy (W) .
%’Il,'( 'T) _'79.‘1:-3;(7_)

( —AB-(b+7). —-b<7Z -2
o AB-17 §<T§+%
.1?:1?;_11('1 ) = 4 AB . (b _ 7-) ? +%§ < T < _H)
\ 0 . drugod .
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+o0
Maksimum c,omy(*r)zf x(t)y(t + 7)dt

J —00

Primer: poravnava signalov

Vzporedno zajemanje govornih signalov za
pridobivanje govorne zbirke

Racunalnisko omrezje
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Primer: poravnava signalov

Signali niso bili éasovno sinhronizirani

m;(t)

Primer: poravnava signalov

Dolo&anje krizne korelacije ©,,,.¢, (T) in iskanje maksimuma

(r‘-?m,-t (T)
%97?11_1‘6(*%71(1‘1‘) 2 |§9mife(”)| .

>
>

>

—

B

o —

MAN A A A A~ ”
JVVVW VA 0

|

D — —Tmax l—
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Konvolucija neperiodi€¢nih signalov

+o0
0ij (1) = ] fi@) fi(r —t)dt = f; (1) = f;(1)

— 00

Lastnosti:

« Simetri¢nost fz'(T) * fj (7') — fj (7') * fz'(T)

» Casovnizamik  p;;(7 —to) = fi(T —to) * f;(7)
o0
fr =t s 5y = [ gt -t
400
- / SO (1= (' +to) At

00
N / ff(t’)ff((’r—fo)—f/)dtl = 0i;(T —1tp)

Konvolucija neperiodicnih signalov
Lastnosti

* FrekvencCna predstavitev:
0ij(7) «— Rij(w) = Fi(w) - Fj(w)
- Frekvencna predstavitev zmnozka f;(t) - f;(¢):
1
fit) - f;(t) e g Fi(w) * Fj(w)

e Zveznost

Konvolucija je zvezna funkcija, Ce sta signala iz katerih
jo doloCamo vsaj odsekoma zvezna.
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Konvolucija neperiodi¢nih signalov
Lastnosti

Zveza med korelacijo in konvolucijo:

pij (1) = [i(=7) * f;(7)
— Posledica
Ceje f;(t) = fi(—t) , je korelacija enaka konvoluciji.

V primeru, ko je fi(t) realen signal, se ta pogoj spremeni
V pogoj sodosti:

fi(t) = fi(—1)

Konvolucija neperiodi¢nih signalov
Primer

DoloCi krizno korelacijo in konvolucijo signalov

Ae @ t>0 , A,a>0
filt) = { 0 , drugod,
Be % t>0 , B,b>0
fit) =
0 , drugod.
fi(t)
A fi(t)
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Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov
Primer

+o0
©ij (T) 2] fi(t) fi(t +7)dt

— 0

>0 7<0

Korelacija in konvolucija neperiodi€¢nih signalov
Primer

7>0

pi (1) = A fi(t)fj(z‘JrT)dt—/D Ae " Be gt

- oo
— le 6.’—]7‘4*\/\ 6—{(:{—&—1))1‘, dt = — AB e—bT E:'_((H_b)f
0 a+b 0
_AB L,
a-+b
T <0
o0 . ;—1B ‘ o>
o - _ / —br —(a+b)t _ —br _—(a+b)t
pi;(T) = ABe /T el )(h‘——a_i_bf, T g~ (atb) B
_ AB E_:fb".' e(aer_)T _ AB eoT
a—+b a+b '
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Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov

Primer
) —fﬁ)em, 70
Yij\T) =
—ffb e V7T 20
@i (T)
AB
a+b
0 T

Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov

Primer
400
0i(r) = [ A5 -ty
(o A fi(t)
f:i( t) ‘/
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Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov

Primer
T<0
0ij(7) =0
7>0
Qz;(’?—) = fl(f) f] (7- _ {-)di— — / A 6*(115 B e—b(’r—t)dt
0 0
- ARB e_bT /T 6((-’_@)17 dt = AB e—bT e(b—a)t |
0 b—a 0
AB AB

. = =br( (b—a)T _ — —aT _ _—br
— b—aﬁ (c 1)_b—a(6 e )

Korelacija in konvolucija neperiodi€nih signalov
Primer

0
0ij (1) =
(] Z;LX__B;(B_CLT_G_Z)T)7 >0

0ij(7)
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Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov
Primer

0i;(T) = / fi(t) fi(r —t)dt = /0 Ae Be =y
=ABe 1.

— ABe / dt = AB et
0 0

Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov
Linearni stacionarni sistemi

u(t) y(t)

—_— LSS _— >

* Linearnost
ui(t) — yi(t) n ug(t) — ya2(t)
w1 (t) + uz(t) — y1(t) + y2(t)
u(t) — yt) = au(t) — ay(?)

« Stacionarnost

u(t) — y(t) = u(t —tg) — y(t —to)

S—
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Korelacija in konvolucija neperiodi€énih signalov
Linearni stacionarni sistemi

Naj bo h(t) odziv sistema na enotin impulz 6(t)
* h(t)=0, t<O
* h(t) je energijski signal

u(t)

u(t) poljuben vhodni signal

uit) =0, cejet<a

All_}ﬂ(lﬁ w(t) = u(t)
dy(t) naj bo delni odziv sistema
na pravokotni imulz viéin’u*(’T)
pri asu T in Sirine dT

Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov
Linearni stacionarni sistemi

« Stacionarnost
ot —7) — h(t— 1)
« Sorazmernost
u(T)dr dy(t)
T h(t — 1)
dy(t) = u(7T)h(t — 7)dt

* Linearnost

y(t) = / w(T)h(t — 7)dTt
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Korelacija in konvolucija neperiodi€énih signalov
Linearni stacionarni sistemi

.t oo
y(t) = / u(T)h(t — 7)dr = ] w(T)h(t — 7)dT = u(t) = h(t)

— O

oo
y(t) = u(t) x h(t) = h(t) xu(t) = / h(T)u(t —7)dr

e
Fourierjeva transformacija

H(w) = F(h(t)) Prevajalna (prenosna) funkcija sistema

(1) — Y (@) = Hw) - U(w)

Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih signalov
Linearni stacionarni sistemi

- Doloc¢anje impulznega odziva h(t)
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Konvolucija neperiodi¢nih signalov
Predstavitev Fourierjevega integrala

1 —+00 + 00 ' .
f(t) = 5 / f(m)e %Tdr pel“tdw
T J—x —00

- /erf(/r){i f:rx elwolt=7 dw}d’?' = /:LX f(r)o(t —7)dr
» Funkcija 4(t)je enota za konvolucijo
f(t) = f(t) *4(t)
Ker je konvolucija simetriéna in 0(t) = d(—t) | je
f(t) = f(£) % 0(t) = 0(t) = f(t) = 0(—t) * f(£) = @sr(t)

* Funkcija d(t) je enota za korelacijo

Konvolucija neperiodicnih signalov
Oknenje
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Konvolucija neperiodicnih signalov
Oknenje

” 1, —b<t<+?
w(t) =
0, drugod
1
G(w) = %W(u)) x F'(w)

W(w) =0(w) Funkcija d(w) je enota za konvolucijo.

Konvolucija neperiodicnih signalov

Oknenje
Spekter okenske funkcije naj bo ¢imbolj podoben funkciji 5(w)

Wy w)]

2b

s
Sirina 2b / \ T

Sirina b

2 N 2w s

<d>

Spektra pravokotne okenske funkcije pri Sirini oken b in 2b
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Konvolucija neperiodiCnih signalov
Oknenje

Hammingovo okno

0.54 +0.46cos 22t , —L <t< 4L
"L{?H[f) —
0 ‘ drugod .
1.9
. ] b
! 0 7 1

0.54 b= Wa (w)]

w

|

5

(=]
k

Konvolucija neperiodicnih signalov

Oknenje
Ocena spektra

Oknenje govornega signala s pravokotnim in Hammingovim oknom

ap(1) M log |Gp(w))|
W
» |
0 btol w
log |Gy (w
g (t) og |G (w)
W
|
0 b to w
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Obdelava nakljucnih signalov

V tem poglavju predstavimo osnove obdelave naklju¢nih signalov.

Poglavje obravnava:

e definicijo naklju¢nih signalov,

e osnove predpostavke v zvezi z naklju¢nimi signali,
e stacionarnost naklju¢nih signalov,

e avtokorelacija naklju¢nih signalov,

e lastnosti avtokorelacije nakljuc¢nih signalov, in

e razli¢ne prakti¢ne primere.
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Nakljucni signali

Deterministi¢ne signale (periodi¢ne, neperiodi¢ne) oddajajo fizikalni
procesi (postopki), ki se pri ponavljanju preizkusa in nespremenjenih
zunanjih pogojih vedno enako odzivajo.

Ce preizkusa ne moremo ponoviti pod enakimi pogoji, tudi odzivi niso
vedno enaki. Take odzive imenujemo nakljucne odzive oziroma
naklju€éne signale.

Definicije:

* Nakljuéni signal je signal katerega obnaSanje v prihodnosti ne
moremo natanko napovedati.

* Fazni prostor imenujemo mnoZzico vseh moznih amplitud
(vrednosti), ki jih nakljucni signal lahko zavzame.

» Vir (sistem), ki oddaja naklju¢ne signale imenujemo nakljucni vir ali
nakljué€ni proces.

Nakljucni signali
Uvod

Privzetki

Da si olajSamo obravnavo naklju¢nih signalov privzamemo:

* Nakljuéni signal obravnavamo kot signal z neskonénim ¢asom
trajanja (- ©<t < +),

* Opazujemo obnasanje (ne ene same) skupine (mnozice) nakljucnih
signalov, ki jih oddajajo podobni viri.

* MnozZica opazovanih signalov je po svoji moci (Stevilu elementov)
neomejena.

Oceno (vzorec) te mnozice v realnosti dobimo tako, da dolo€en nakljucni
vir zaporedoma rojeva signale. Ti so po trajanju koncni in jih je koncno
Stevilo.
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Nakljucni signali
Uvod

Krakteristike signalov:

Deterministi¢ni signali

* Natan¢na ¢asovna odvisnost.

* Dolocena slika v frekvenénem prostoru.

Nakljuéni signali
« Poznamo le preteklost. V prihodosti more signal z doloCeno
verjetnostjo zavzeti vse vrednosti v svojem fanem prostoru.

» |z preteklosti signala lahko njegov spekter le delno ocenimo.

Zakljucek:

Za vrednostenje lastnosti naklju¢nega signala potrebujemo
deterministi¢ne karakteristike (signali, ki so izvedeni iz mnozice
nakljucnih signalov in so deterministicni).

Nakljucni signali
Stacionarnost

Privzetek o stacionarnosti:

Vzemimo, da se verjetnostne porazdelitve amplitud signala (statisticne

lastnosti signala) s €asom ne spreminjajo. Nakljuéni vir, ki generira

take signale imenujemo stacionaren. Vrsto naklju¢nega signala, ki

ga generira tak vir pa stacionarni nakljucni signal.

Posledice:

1. Enostavne deterministicne karakteristike (karakteristike prvega reda)

so od Casa neodvisne:
— srednja vrednost
— varianca
— standardna deviacija
— verjetnostna porazdelitev amplitud signala

2. Stacionaren nakljucen signal ne more biti energijski.
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Nakljucni signali
Stacionarnost

3. Naj bo f;(t) stacionaren nakliu¢ni sianal s konéno mocjo.

1

= 2
ThmooQT/ | fi(t)]|"dt <

Pokazati je mogocCe, da je v tem primeru funkcija

— (D) f:
i (T) TlmOOZT f Vfi(t+ 7)dt

deterministi¢ni energijski signal, definiran na celi asovni osi.

Ta signal imenujemo avtokorelacija naklju¢nega signala f;(t) in je
pomembna deterministiCna karakteristika nakljuCnega signala
(karakteristika drugega reda).

Nakljucnl smnall - Doloc€anie avtokorelacije

1

ppp(T) =~ T, P(f) i (t+ 7)dt j=12.

P(t) : Poissonov val

0 01 N T

Teoretiéni izracun:
ppp(r) = B2 2017

| ——
0 01 - e
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Nakljucni signali
Lastnosti avtokorelacije

1. Hermitova simetrija

%‘z‘(ﬂ = 90@'7;(—7')

2. Moc T
pii(0) = lim 5T fi(t) fi(t)dt = Py,

3. Maksimalnost
pii(0) 2 |@ii(7)]

4. Limitna vrednost pri 7 = 200

lim (1) =0

T—+00

Nakljucni signali
Lastnosti avtokorelacije

5. Wienerjev izrek (Eksistenca Fourierjeve in inverzne
Fourierjeve transformacije avtokorelacije)

¢L@(UJ) = / gOii(T)e_jWTdT
1 [ |
() = — / D11 () duw
21 J_ o

Gii(w) Z 0 zavje |¢i(w)| = dii(w) in By(w) =0
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Nakljucni signali
Lastnosti avtokorelacije

6. ;i (W) : spekter mo&nostne gostote

1 o0
QQLL 27T / ¢LL dw Pfi — % /OO ¢Ll(w) dw

%qj)“ (w) W : del mogi signala fi(t) pri frekvenci (.

[. Zveznost

—  Avtokorelacija je zvezna, Ce je naklju€ni signal iz katerega jo
doloCamo vsaj odsekoma zvezna funkcija.

—  Avtokorelacija je zvezna, €e je zvezna v izhodiSCu.

8. Soodvisnost amplitud signala

— Avtokorelacijo naklju¢nih signalov lahko uporabljamo kot mero za
soodvisnost amplitude signala f; pri €asu t + r od amplitude pri ¢asu t.

Odkrivanje periodicne komponente iz
ozadja Sumov

f(t) = 5(t) + N()

S(t) : periodi¢en signal z osnovno periodo T,
N(t): stacionaren naklju¢ni signal

m Alije S(t) £ 07

m Ce je S(t) # 0, kolikéna je njegova perioda Ty ?

m Kaksen je potek signala S(t)7

112



Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov
Postopek z avtokorelacijo

1
p(7) = lim — f@)f(t+ 7)dt
T—oo 2 _T
f(t) = S{)+N(t),
pr) = lim — [ (S + NO)SE+ 1)+ N(t + 7))t

T—oo 27T J_T

= wss(T)+@sn(T) +ons(T) +onn(T).

psn(T) = ons(T) =0

@(1) = pss(T) + NN (T)

Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov
Postopek z avtokorelacijo

vss(T+T1o) = wss(7), zavsakT,
IE‘H‘L,ONN(T ) = 0.

ZaT >T0
(1) = pss(t) = S(t)#0
o(1) ~ 0 = S(t)=0
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Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov

Zgled
—-F , —b<tZ0
S(t) = E , 0<t=Db
S(t+n2b)=5S(t), neZ, drugod

N(t) : Poissonov val
ft) = S)+N(@)

Dolo¢éimo  ©(7) = ss(T)+ onn(T)

Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov

Zgled
S(t)
E\f(t)
I L[]
e e
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Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov

Zgled
S(t+7) E )
N : : L e
|
E : 2b—T
T = 2% t
|
|

_———— ===

0Ss7<bh
E2 /h"‘ /h 2b—1
T) = — dt — d.z‘Jr/ (h‘/
pss(7) 2b ( 0 b—7 b 2
—b<7=<0b
E2
pss(T) = —(b—2|7])

Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov

Zgled
ONN(T) = E2e 27l
B (b —2|r])

wss(T4+n2b) = pss(T)

nez,

—b

IIA
=
IIA
S8

drugod
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Odkrivanje periodiéne komponente iz ozadja Sumov

Zgled

A MDA
ATAAY

g2

Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov
govora ter dolocanje intonacije

- Govor je sestavljen iz akusti¢no razli¢nih delov (glasov),
opredelimo ga kot ne-stacionaren nakljuéni signal.
- Glasove delimo na zvenece in nezvenece.

- Zveneci glasovi na dovolj kratkem€asovnem intervalu lahko
opredelimo kot signale s vsebovano periodicno komponento.

m periodicna komponenta se v govoru pojavlja le pri zvenecih delih,

m perioda periodicne komponente se 8 ¢asom spreminja,

m frekvencni obseg govornega signala je med 25 Hz in 10 kHz,

m intonacija se pri obicajnem govoru giblje med 25 Hz in 250 Hz.

Za dolocanje periodicne komponente je potrebno uporabiti
postopek z avtokorelacijo!
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Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov
govora ter dolocanje intonacije

Govorni signal

nezvened zvened nezvened

\] l |
- H|H|M||]|1 | ]||||H\H1

1
‘ I

Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov
govora ter dolocanje intonacije

1 +7T 1 +11
plr)= Jim o7 | FOFCH T g [ FOS(
vzorcéenje
1 +1 1 +N
o(kty) ~ — t)f(t + kty)dt ~ it it kt
olbta) ~ g [ 050+ bty = 5 3 Sttt + ket
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Odkrivanje zvenecih in nezveneéih delov govora ter dolo¢anje intonacije

Primerjava zvenec : nezvenec del govora

glas @
1 Lo
0 “J “ H U t U&MW’\M\}\N T
25 ms
glas §
1
fries H *‘”M“‘ 'L ““ “" M? / olm f *'“IW““" NHM‘ A T
25 ms

Odkrivanje zvenecih in nezveneéih delov govora ter dolo€anje intonacije

Vpliv Sirine izreza (2T,) signala na obliko
avtokorelacije

signal avtokorelacija

30 ms

T

10 ms 20 ms 30 ms
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Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov govora ter dolo¢anje intonacije

Vpliv oblike signala na avtokorelacijo

signal avtokorelacija

glas a

MwM\«J\(\A«J\A \ n ﬂ el
0 \VV‘WVV U‘VUUVVPUVVUV\T

Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov govora ter dolo€anje intonacije
Srediscno izrezovanje signala

signal avtokorelacija

llTo

c1 énfﬂM\j ﬂ i

| i
i e 1 4

sredisc¢no izrezan signal

0 t
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Sistem za dolocanje intonacije govora z
avtokorelacijo

* nizko pasovno filtriranje,

» dolocanje avtokorelacije z uporabo sredisCnega
izrezovanja signala in ocena zvenecnosti ter
intonacije,

 naknadna obdelava rezultatov.

Sistem za dolocanje intonacije govora z
avtokorelaciio

avtokorelacijska metoda

Izgovorjen stavek: | S~ T
<premor> \We were away a year ago <premor> om-l '
- — | -
1] 0 t
o e lis¢no izrezov anje
| R NS r\:/"\a-"M L
S0H:=z+
o 05 ) - '_—f
naknadna obdelava
i
,\ /_\__,"_r-\_ ;_f
O0Hz7




Digitalni signali

V tem poglavju so predstavljeni digitalni signali in osvni pristopi k obdelavi digitalnih si-
gnalov.

Poglavje obravnava:

e vzorcenje,

— vzorcCenje s stalnim ¢asovnim razmakom,

— izrek o vzor¢enju (Shannonov izrek),
e kvantizacijo,

— signal kvantizacijske napake,

— lastnosti,
e diskretno Fourierjevo transformacijo (DFT),

- FFT,
definicija DFT,

lastnosti,

uporaba DFT pri analizi LSS,

primeri uporabe.
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Naj bo x(t) zvezen frekven¢no omejen signal s frekvenénim obsegom (0, F).
Signal je popolnoma dolo¢en, e poznamo njegove vrednosti, ki si sledijo v

Digitalni signali

vzoréenje  ——  kvantizacija

digitalizacija: . ..
kvantizacija ——  vzorcenje

Vzoréenje S: xz(t) — {..., x(t1), x(t2), x(t3),...}

Vzoréenje s stalnim €asovnim razmakom t,

Digitalni signali
Vzorcenje
Izrek o vzor€enju (Shannonov izrek)

stalnih ¢asovnih razmakih Sirine t,, kjer je

1

t) = — .
VT oF

X(t) je dolo¢en z enacbo

0.8}

sin 2w F'(t — nty)

w(t) = ) w(nto) 27 F (t — nto)

n=—oo

1
to > 5F signala ni ve€¢ mogoce rekonstruirati brez napak.

1
lo < oF signal je Se vedno mozno rekonstruirati

(poveca se Stevilo vzorcev).
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Digitalni signali
Kvantizacija

Kvantizacija @ : x(t) — zg(t),

zo(t) = Qz(1))

Posameznim podintervalom [X._,, X;) vrednosti amplitud signala
X;_; <X(t) < x; predpiSe natanko dolo¢eno vrednost Q; .

1

Qz) =20

Qg1 L I

— 1 Qo

Digitalni signali
Kvantizacija

Ax; = x; —x;—1 : kvantizacijski razmik
q = 2" : $tevilo kvantizacijskih nivojev

N : Stevilo bitov kvantizatorja
Ax; = Az linearna kvantizacija

Signal kvantizacijske napake eg(?)
eq(t) = xq(t) — (1)

ro(t) = 2(t) + eq 1)
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Digitalni signali
Signal kvantizacijske napake

Digitalni signali
Signal kvantizacijske napake

Lastnosti:
. AV
leq(t)] < >
2
* Povpreénamo¢ P, = A_x , g > 128

12
- Spekter moénostne gostote ¢ (w)

Naj bo X(t) stacionaren ergodicen signal, ki je amplitudno omejen na
obmocje 8—kratne standardne deviacije signala,

—4o < x(t) < +4o,
in frekvencno omejen z mejno frekvenco F (W =2 zF ).

e W e k 3k > 1 _3k;,2
(PQQ(W) = 0qQq(7) = 2\ o Z L snin
1

n=
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Digitalni signali
Spekter moénostne gostote P (w)

Za q > 128
je spekter priblizno konstanten na obmocju

y] < 40

40 SirSe obmocje od frekvenénega obsega signala, ki ga kvantiziramo.

+ Signal kvantizacijske napake e, (t) lahko opredelimo kot

beli sSum (naklju¢ni signal katerega spekter mocnostne gostote je
konstanten).

- Razmerje med mocjo Pg signala, ki ga kvantiziramo in mogjo P, signala
kvantizacijske napake v decibelih lahko za ¢ > 128 ocenimo z

10log % ~6n—7,2 [dB]

Diskretna Fourierjeva Transformacija
lzpeljava

Diskretna Fourierjeva transformacija (DFT) je numeriCni
postopek za oceno spektra (w) signala f(t), ki smo ga
predhodno vzorcili in pridobili { f (nty)} -

FFT (Fast Fourier Transform) postopek, ki omogo¢a izraun DFT z minimalnim
Stevilom aretmetiCnih operacij

(0

]

0 to nto Nty t

f(t)=0 < t<0 ali t= Nt
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lzpeljava

oo
Flw) = / F(#)e—T=tdt

dt — T/o,
t — nitoy,
[ =%
Ntg | N—1 |
F(w) = / f(t)e_j“’t dt =~ Z f(nto)e_j“’to'” to
0 n=>0
N-1 _ N-1 |
F(’W’)L:km ~ Z fnto) e 7hoton gy — Z f(ntg) e~ ikwoton
n=>0 n=>0
Definicija DFT
N-1
Izraz  Fp(kwo) = > f(nto)e /""" imenujemo
n=>0

Diskretna Fourierjeva transformacija (DFT) vzorCenega
signala { f(ntg)}-

f()FD (l{?wo )

090
0 420 /

0lwy kwy W
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Lastnostl DFT

* Linearnost
Fo({1(nto)} +{fo(nto)}) = {F1, (kwo)} + {Fo, (kwo))
Fp (Q {f(n.to)} ) = o {F[)(l{?w())}

 Periodi¢nost o
Fp(kwo +pNwy) = Fp(kwp) za vsak k,pelZ

perioda N wq

Lastnosti DFT

* Inverzna DFT (IDFT)

IDFT : {Fp(kwo)} —  {[f(nto)}
‘_ N—1
Ly _ 21 Jkwoton
“o = N f(nto) A 0)e
k=0

 Periodicnost IDFT
N—-1

f(nty + pNty) (kwp )edFeoltontpN to)  — f(nty)

_L

k=0

perioda Nt
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Lastnosti DFT

N \M
) Nto t — Ntg Ntg TN tot

« Zmnozek dveh DFT
fi(t) * f;(t) «— Fi(w) - Fj(w)

{Fp, (kwo)} = {Fp, (kwo) - Fp,(kwo) }

{fs(nto)} = Fp'({Fp,(kwo)}) =2

Lastnosti DFT

Fo({fi(nto)}) = {Fp,(kwo)}  Fp({fz(nto)}) = {Fp,(kwo)}

fa(nto) Z fr((n —1)to) fa(ito) Z filito) f2 ((n — 1)to)

1=0

Periodi¢na konvolucija
Signala { fi(ntg)} in { f2(nty)} je potrebno vzeti kot, da sta periodic¢na s

periodo Nt .

N-1
{ > fil(n—i)to) fz(z‘to)} — {Fp, (kwo) - Fp, (kwo)}

1=0
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Uporaba DFT pri analizi LSS

Problematika opisa LSS s periodi¢éno konvolucijo
y(t) = h(t) xu(t) — Y(w) = H(w) - U(w)

Vzor€enje signalov s korakom t,

%
y(nty) Zu (ito)h((n — )to)to ~ y(t) = / w(T)h(t — T)d’r|t:nt0
0

Uporaba DFT in IDFT

y(nto) Z u(itp)h((n —1)to) ?

Uporaba DFT pri analizi LSS

Odziv h(t) na enotin impulz

{h(nto)}

[,!Hr [,l <H

" |

Hip ry [” I[ Hfiy ” T I[ m H Bl 1[ Hl] [l [[ Jrl] l” [t

—\TO O _"'0 )\t(j
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Uporaba DFT pri analizi LSS

Dodajanje niéel (“zero padding”) N’ = 2N

h(t)

t
N'ty = 2Nty

{h(nto)}

BT NI I +H+

P IR T
T KL 1

—N'to )

0<n<N’

N'—1 n
y(ntp) = Z u(itg)h((n —i)ty) = Z u(itg)h((n — i)tg)
i=0 i=0

Frekvencno obmocje aproksimacije

toFp(kwy) = ﬁ(u’)

N, N,
I gl 2%0

t(:)FD(k(,d(:)) ~ F(w‘) | w=kwo 19 Za - %w‘o <w < —1‘%@0
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Frekvencno obmocje aproksimacije

. N ™
* Kerje swo = —,
t
0

je frekvencéni obseg ocene spektra z DFT obratno

sorazmeren z velikostjo {,.
2T

to
Ocena tem boljsa, ¢im manjsi bo t,,.

» Ker za spektre neperiodicnih signalov obicajno velja
lim F(w) =0

bo najveckrat >
|F(0— Nwy)| < \F("l—;m — Nwy)|

in zato ocena spektra z DFT boljSa za nizje frekvence.

Zgled

Dolo¢imo DFT za signal f(t), ki ga vzoré¢imo s ¢asovnim razmikom t, =
1/5 povsod tam, kjer je razli¢en od 0.

1, 0<t<1
ft) =

0. drugod.

f(t)

—_
A 4
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Zgled

{f(nto)} = {1, 1, 1,1, 1}

N

(@)

[N
=

wy =

I
b
=

=
~
o

RS
|y 2

wotp

N-1
FD('Z‘W‘O) — Z f<n_t0)€—jkw0to'r1 _ Z €_j}-;3?""71

n=0 n—>0

k= 014 {FD(‘Z‘QT‘_)} - {r)* 07 Or O,‘ 0}

Zgled

117((;‘;)‘”:]‘_‘2W ~tofp(k2r), —AnSw 47w

1 ,
{F)FDU‘QW)} ={0,0,1,0,0}, k27 = —4m, 270,27, 47

L @)
sin £
F)l = |22
2
—Am 00 7 27 4« w
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Zgled

sin = 2 .
5 v
by = k= =1 2
mT = kw1 = - — / :r = —
! Nt A to Y

{f(nto)} ={1,1,1,1,1,0,0,0,0, 0}

4 4
Fp(wy) = Fp(m)= Z 1-e7%m Z (COH —n — jsin T,”) =1-—73,078
n=0 n=>0 i

1 P,
to|Fp(wy)| = E\FD(W)\:O,(A?

Zgled

|zboljSanje ocene pri w = 7
— J— AT 1
_to =30 N =20

{f(nto)} ={1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1,0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

9

to| Fp(wo)| = 51Fp(m)] = = 0,639
n=0
to = 2—10
1 Lo
to|Fp(wp)| = )—O\FD(W)\ = 0,637
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