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Predgovor

Pricujoce delo podaja snov s podrocja teorije signalov, ki jo predavam ze skoraj
15 let v okviru univerzitetnega in visokega strokovnega dodiplomskega $tudija na
Fakulteti za elektrotehniko v Ljubljani. Pri obseznem podroc¢ju teorije signalov
sem se omejil le na tista poglavja in obseg snovi, ki je tudi izpredavan. Nekatere
smernice za razSiritev znanja so podane s krajSimi seznami literature na koncu
vsakega poglavja. V delu se velikokrat sklicujem na nekatera osnovna spoznanja s
podro¢ja matemati¢ne analize in verjetnostnega rac¢una. Pri tem se sklicujem na
snov, podano v uc¢benikih Matematika I - IV, ki so iz8li pri zalozbi FE in FRI.
Za nekatere navedke, ki jih v teh ucbenikih ni, pa citiram posamezna poglavja iz
del Visja matematika IT in ITI, ki ju je izdal Ivan Vidav. Za pripravo na pisni del
izpita bo bralcem v pomo¢ tudi delo “Signali — Priroc¢nik z zbirko resenih nalog”,
ki je pri Zalozbi FE in FRI doc¢akalo ze tretji ponatis.

Ucbenikov, ki jih je za podrocje teorije signalov napisal pokojni prof. akad. Lud-
vik Gyergyek, ze nekaj casa ni ve¢ v prodaji. Novi uc¢benik se v marsi¢em naslanja
na ta dela. Morda je opazna razlika le v obsegu, ki je prilagojen enosemestrskemu
kurzu, v opisih nekaterih prakti¢nih zgledov, ki ponazarjajo dolo¢ena teoreti¢na
spoznanja, in v nekaterih delih spremenjenem nac¢inu podajanja snovi in komen-
tarjih.

Delo je na podlagi zapiskov za predavanja, objavljenih prispevkov ter dosegljive
domagce in tuje literature Sele pravkar nastalo. Kjub veckratnemu pregledovanju
vsebine so v njem gotovo Se napake, za katere se bralcu Zze vnaprej opravicujem.
Vsako opozorilo oziroma namig za spremembo tega dela bom z veseljem uposteval
in se potrudil, da bo v naslednjih izdajah nepravilnosti ¢im manj.

Na tem mestu bi se rad posebej zahvalil vsem sodelavcem v Laboratoriju za umetno
zaznavanje, sisteme in kibernetiko na Fakulteti za elektrotehniko v Ljubljani, s
katerimi tvorno sodelujem in so v marsicem pripomogli k nastanku uc¢benika. Se
posebej se zahvaljujem asistentoma dr. Meliti Hajdinjak in dr. Janezu Zibertu,
ki sta delo pazljivo prebrala in podala nekatere tehtne pripombe. Zahvaljujem se
tudi obema recenzentoma za vesten pregled in napotke za spremembe.

Ucbenik v tiskani izdaji je v zadnjem letu Ze posel in pred vami je druga popra-
vljena in dopolnjena izdaja, ki je na voljo v elektronski obliki.

december, 2014 France Miheli¢



1. Uvod

1.1 Osnovni pojmi in motivacije

S signali pojmujemo nosilce sporoéil oziroma informacij — znake', ki jih tako zivi
kot umetni sistemi uporabljajo za medsebojno sporazumevanje. Tako na primer
ljudje za sporazumevanje uporabljamo govor, kretnje in razlicna druga znamenja.
Signali se po svoji fizikalni naravi razlikujejo. Privzemimo naslednjo definicijo.

m Signal je fizikalna tvorba, s katero je mo¢ prenasati sporocila vzdolz dolo-
Cenega okolja. S pojmom Sum opredelimo le posebno vrsto signala, ki pri
doloc¢eni uporabi predstavlja motilni pojav.

S prenaSanjem sporocil sta tesno povezana tudi sistema oddajnik, ki sporocila od-
daja, in sprejemnik, ki sporocila sprejema. Pri ljudeh tako lahko na primer pojem
sprejemnika poistovetimo s sluhom in vidom, pojem oddajnika pa z govoriliZ.

Za razvoj teoreti¢ne obravnave signalov so pomembne iznajdbe sistemov za ko-
munikacijo (telegraf, telefon, radio, televizija, ...), ki so se pojavili v sredini 19.
in zacetku 20. stoletja, ter digitalnih racunalnikov v drugi polovici 20. stoletja.
Delovanje teh sistemov je vezano na elektri¢ne signale. Z ustreznimi napravami je
bilo elektri¢ne signale mozno opazovati, meriti in zapisovati, kar je omogo¢cilo tudi
njihovo matemati¢no modeliranje in obdelavo. Pricelo se je razvijati pomembno
elektrotehnisko in tudi SirSe teoreticno podrocje, ki ga imenujemo teorija signalov.

m Teorija signalov predstavlja studij sprememb signalov kot nosilcev sporocil
in informacij od svojih izvorov preko sistemov za oddajanje in sprejemanje.
Osnovna naloga teorije signalov je matemati¢no opisovanje signalov, njihova
analiza in obdelava.

O aktualnosti podroé¢ja pricajo vedno nove monografije in u¢beniki, stevilne med-
narodne revije ter vsakoletne znanstvene in strokovne konference, ki so v celoti
ali delno posvecene teoriji in obdelavi signalov. Veliko teh del, kot so na primer
ucbeniki [1, 2, 3, 4] in revije [5, 6, 7, 8], je na razpolago tudi v knjiznici Fakultete
za elektrotehniko, Univerze v Ljubljani.

1Beseda signal izvira iz latinske besede signum, kar pomeni znak.
2Cloveski organi, ki sodelujejo pri tvorjenju govora.
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1.2 Vrste signalov

Pri obravnavi signalov lo¢imo med dejanskimi fizikalnimi signali in njihovimi teo-
reticnimi modeli.

m Fizikalno realni signali so signali, ki nas obdajajo v prostoru in ¢asu in jih
lahko zaznamo z ustreznimi tipali (senzorji).

To so na primer: zvocni signali, vidni signali, elektromagnetni signali itd. V svetu,
v katerem zivimo, zanje veljajo nekatere pomembne omejitve oziroma lastnosti:

- omejena energija,

omejena amplituda,

- amplituda je zvezna funkcija ¢asa,
omejen spekter.

m Teoreticni modeli signala so predstavljeni kot realna ali kompleksna funkcija
ene realne spremenljivke (najveckrat ¢asa).

Modele je smiselno zasnovati poenostavljeno in preprosto. Nimajo nujno omejitev,
ki jih nalaga fizikalna stvarnost. Na primer:

signali z neomejeno energijo, mocjo, amplitudo,
- nezvezni signali,
signali, definirani na celi ¢asovni osi,

1.3 Delitve teoreticnih modelov signalov

Matemati¢ni modeli signalov so lahko zelo razliéni. Zaradi tega je smiselno lo¢eno
obravnavati skupine signalov z izbranimi skupnimi lastnostmi. Nastejmo nekatere
osnovne delitve (slika 1.1), ki jih bomo uporabljali v nadaljnji obravnavi.

Signale lo¢imo na doloc¢ljivostne in nakljucne.

m Dolocljivostni ali deterministi¢ni so signali, pri katerih je odvisnost ampli-
tude od ¢asa enoli¢no dolocena. V tem primeru signal lahko istovetimo s
pojmom funkcija, kot je definiran v matemati¢ni analizi [9].

m Nakljucni so signali, katerih obnaSanje v odvisnosti od ¢asa je nepredvidljivo.
Zato vrednosti takega signala vnaprej ne moremo dolociti. Vrednost signala
ob ¢asu t predstavimo kot nakljuéno spremenljivko [10].
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signali
/ \
dolo¢ljivostni nakljuéni
periodi¢ni neperiodi¢ni stacionarni  nestacionarni
sinusni prehodni ergodicni
ostali kvaziperiodi¢ni neergodic¢ni

Slika 1.1: Delitev signalov

1.3.1 Dolocljivostni signali

Doloc¢ljivostne signale delimo na periodi¢ne in neperiodi¢ne.

m Signal f(t) je periodiden natanko takrat, ko je za vsako vrednost Casa t
izpolnjen pogoj

fE+T)=f(1), (1.1)

kjer je T razlicen od 0 (T #0 ).
Konstanta T je perioda signala f(t).

Ce je signal periodic¢en, ima neskon¢no razli¢nih period. NajmanjSo pozitivno
periodo signala f(t) imenujemo osnovna perioda. Vse ostale periode so celi mno-
gokratniki osnovne periode.

m Signal je neperiodicen, ¢e ni periodicen.

1.3.2 Nakljuéni signali

Nakljuéni signali so neperiodi¢ni, saj bi izpolnjeni pogoj periodi¢nosti pomenil,
da so vse vrednosti signala z njegovim potekom na konénem ¢asovnem intervalu
ene periode natanko dolo¢ene. Analiza in obdelava teh signalov se poenostavi,
¢e predpostavimo, da se vir oziroma sistem, ki nakljuc¢ni signal oddaja, obnasa
stacionarno. Stacionarnost naklju¢nega vira bomo natanéneje opredelili v poglavju
7. Zaenkrat lastnost stacionarnosti sistema vezimo na zahtevo, da je verjetnostna
porazdelitev moznih vrednosti amplitud signala, ki ga sistem oddaja, neodvisna
od casa.

m Nakljucne signale, ki jih oddaja stacionarni naklju¢ni vir, imenujemo staci-
onarni nakljucni signali.
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Predpostavke, da imamo v dolo¢enem primeru obdelave signalov opravka s stacio-
narnimi signali, velikokrat v celoti ne moremo potrditi. V takih primerih je véasih
mogoce predpostavko o stacionarnosti omejiti na neko krajse ¢asovno obdobje.

1.3.3 Energija in povprecna moc signalov
1.3.3.1 Trenutna moc¢ signala

Naj v(t) pomeni napetost in i(t) tok v vezju ob ¢asovnem trenutku ¢. Trenutno
mo¢ p(t) v tem primeru dolo¢imo kot

p(t) =v(t) -i(t) = R-i*(t) = 1/R-v2(t) .

V primeru, ko bi bila upornost
R=1,

bi za trenutno moc¢ dobili kar

Velikost faktorja R je odvisna od izbire enot. Ker se v okviru nasih izvajanj z
enotami in konkretno fizikalno naravo signalov ne bomo posebej ukvarjali, trenutno
mo¢ py signala f(t) definiramo kar kot f2(t) oziroma splosneje, tako da je zapis
veljaven tudi za kompleksne signale f(t),

pr(t) = 1fOF . (1.2)

1.3.3.2 Energija in povpreé¢na moc¢ signala na konénem ¢asovnem
intervalu

Skladno z (1.2) definiramo energijo signala f(¢) na konénem ¢asovnem intervalu
kot

to
Byt = [\, (1.3)
t1
Za povpreéno mo¢ signala f(t) na ¢asovnem intervalu (¢1,¢2) pa dobimo
Es(ty,t 1 t2
Py(onota) = AL oL e, (1.9
ty — 11 to — 11 Jy,

1.3.3.3 Energija in povprecna moc signala preko cele ¢asovni osi

S siritvijo integracijskega intervala v izrazih (1.3) in (1.4) proti neskonénosti defi-
nicijo energije in povpre¢ne moéi signala f(t) posplosimo na celo ¢asovno os. Pri
tem seveda lahko pride do tega, da postopek ni konvergenten.
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m Energija E signala f(t) je tako dolo¢ena z izrazom

T
E; = lim |f ()%t . (1.5)
T—o0 -7
Signal f(t) je energijski, ¢e limita (1.5) obstaja in je konéna:

Ef<OO.

m Povpreéna mot signala f(t) je podana s

ﬂ:1M—[Uw%. (1.6)

Signal f(t) je mo¢nosten, ¢e limita (1.6) obstaja ter je njegova mo¢ Py konéna
in pozitivna:
0< Pf < 0.

Posledice:

» Casovno omejeni signali z omejeno amplitudo so energijski (slika 1.2).

[F®)?

Slika 1.2: Po ¢asu in amplitudi omejena signala f(t) in |f(¢)|?

m Potrebni pogoj za to, da je signal energijski, je lastnost

lim f(t)=0. (1.7)

t—+oo
Ce lastnost (1.7) ni izpolnjena, integral
o0
IR
— 00
zagotovo ni koncen, saj gre za integral nenegativne funkcije [11].
m Povpreéna mo¢ signalov, ki so energijski, je enaka 0.

Ker je Ey kontna, je

Ey 1
Pr= lim —==F¢ lim — =0.
! Tglcl>02T ng{l)o2T 0
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m Periodi¢ni signali niso energijski.

Za periodi¢ne signale ocitno ni izpolnjena lastnost (1.7), saj zanje limita

lim f(¢t)

t—Foo
ne obstaja. Periodi¢ni signali so obi¢ajno moc¢nostni.
m Stacionarni naklju¢ni signali niso energijski.

Za stacionarne nakljucne signale ni izpolnjena lastnost (1.7). Ce bi bila lastnost
(1.7) izpolnjena, bi veljalo, da je verjetnost

P(f(+£o0) =0) =1.

Zaradi predpostavljene stacionarnosti signalov f(¢) je potem zgornja enacba izpol-
njena za vsak ¢:

P(fit)y=0)=1.
Temu pogoju pa ustreza le signal, ki je povsod enak ni¢:
ft)=0.

Tudi stacionarni nakljucni signali so obi¢ajno moc¢nostni.
m Povpreéno mo¢ periodi¢nih signalov lahko dolo¢imo tudi iz

1 t14+T;
P = E[ )Pt (1.8)

1
kjer je trenutek ¢; poljuben in T; katerakoli pozitivna perioda signala f(t).

Ce je T; perioda signala f (t), je perioda tudi poljubni celi mnogokratnik periode
nT;. Vrednost izraza (1.8) se ne spremeni, ¢e namesto 7; vzamemo na primer
vrednost 27;

t1 42T t14+T; t142T5
= opa - 1{i[‘ FOPd+ |ﬂm%%

2T; ty 2|7 St +T;

1 1 t1+T5 ) 1 t14+T; )
—<K2— = — .
527 ) opa =g [ ik

Zgornjo izpeljavo lahko po matemati¢ni indukciji posplosimo na poljuben cel mno-

gokratnik n27T;. Od tu dalje pa, Ce za spodnjo mejo integrala izberemo t; = —nTj;,
dobimo
1 t14+2nT; 1 nT;
li H2dt = i t)[2dt
ng&mﬂhﬁ £ Tg&QWE/?Ev<n

T
= lim i/ |f(t)|?dt = Py .
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1.3.4 Zvezni in diskretni signali

Pri obdelavi signalov na digitalnih racunalnikih je pomembno, da signale med
seboj razlikujemo po tem, kako sta podani njihovo definicijsko obmocje in zaloga
vrednosti.

f(t)
o /
/ \/ t
] fa(t)
R =
i T i t

% =
—o

—o

Slika 1.3: Signal f(t) in prirejeni kvantizirani signal fg(t), vzorCeni signal
{f(t:)} in digitalni signal {fq(¢:)}

V primeru, ko zelimo amplitude signala predstaviti s stevilskimi vrednostmi v
digitalnem racunalniku, smo zaradi omejenega obsega pomnilnika prisiljeni za am-
plitude izbirati le med konénim S$tevilom razlicnih vrednosti. Vrednosti seveda
dolo¢imo tako, da pri tem napravimo ¢im manjSo napako. Ustrezen postopek
imenujemo kvantizacija in prirejeni signal fg(¢) kvantiziran signal.

Iz istega razloga lahko v pomnilniku predstavimo vrednosti signala le ob konénem
Stevilu ¢asovnih trenutkov {¢;}. Govorimo o postopku wvzorcéenja in vzoréenem

signalu {f(¢;)}.
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Za obi¢ajne matemati¢ne modele signalov f(¢) je njihovo definicijsko obmocje zve-
zno. To je koncen ali neomejen ¢asovni interval. Prav tako to najveckrat velja za
zalogo vrednosti (moZne amplitude) signala (slika 1.3). Signal je zvezna funkcija
¢asa v primeru, ko sta leva in desna limita amplitude signala enaki za vsak ¢as t z
definicijskega obmocja [12]. Lastnost zveznosti amplitud signala Ze privzema, da
sta definicijsko obmocje in zaloga vrednosti signala zvezni podrocji.

Za kvantificirane signale njihova zaloga vrednosti ni ve¢ zvezna, ampak Stevna®

oziroma diskretna mnozica realnih ali kompleksnih Stevil (slika 1.3). Prav tako
velja, da je definicijsko obmocje vzorcéenih signalov diskretna mnozica ¢asovnih
trenutkov (slika 1.3).

Pri obdelavi signalov na digitalnih sistemih je potrebno izvesti kvantizacijo in
vzorcenje.

m Vzorcene in kvantificirane signale imenujemo digitalne signale.

To so signali z diskretnim (nezveznim) definicijskim obmoc¢jem in diskretno zalogo
vrednosti (slika 1.3). Podrobneje bomo o digitalnih signalih govorili v poglavju 9.

3V praksi je zaloga vrednosti za kvantificirane signale konéna mnozica.
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2. Izrazanje signalov s temeljnimi
funkcijami

2.1 Uvodni primer

t1 to t

Slika 2.1: Signal z(t) in njegov priblizek Z(t)

Naj bo z(t) poljuben signal s kon¢no energijo na omejenem Casovnem intervalu
(t1,t2). Dolocimo priblizek Z(t) signala x(t) (slika 2.1):

() =~ xz(t), t <t<ty.
Pri tem priblizek Z(t) izrazimo z

() = Cot), t <t<tsy, (2.1)
kjer je ¢(t) neka vnaprej dolo¢ena funkcija, C' pa poljubna konstanta.

Vprasajmo se, kako bi dolo¢ili vrednost konstante C, da bi dobili ¢im boljsi pri-
blizek?

Zgornja naloga je preprost optimizacijski problem. Za njegovo reSevanje je po-
trebno najprej dolociti kriterij, po katerem bomo presodili kvaliteto priblizka —
kriterijgsko funkcijo. Ker med sabo primerjamo signale, je naravno, da za presojo
kvalitete priblizka opazujemo razliko med signalom in njegovim priblizkom:

e(t) = ax(t)—F(t), t<t<ty. (2.2)

18
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Slika 2.2: Signal napake £(t) in njgova povpre¢na vrednost €

Signal £(t) imenujemo signal napake (slika 2.2). Cim manjse bodo amplitude (),
tem boljsi bo priblizek. V oceno za kvaliteto priblizka pa je smiselno vkljuciti vsa
odstopanja £(t) na (¢1,t2).

Kriterij

povprecne vrednosti signala €(t) bo dal sicer majhno povpreéno vrednost pri maj-
hnih odstopanjih, prav tako pa se lahko zgodi (slika 2.3), da se poljubno velika po-
zitivna in negativna odstopanja odstejejo, kar ima ravno tako za posledico majhno

vrednost e(¢). Temu ucinku se izognemo, ¢e za kriterij kvalitete izberemo

oty T()

Slika 2.3: Signal z(t) in njegov priblizek Z(t)

Eop— / ()t

to—11 Jyy

ali pa

Sy = L /t2|s(t)|2dt. (2.3)

t1

Glej sliko 2.4.
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e(t
<01z
0.57 /h<
2 N

t1 t2 t

Slika 2.4: Signala |e(t)] in €2(t) ter vrednost srednje kvadratne napake 2

m Kriterijsko funkcijo £2(¢), dolo¢eno z (2.3), imenujemo povpreéna oziroma
srednja kvadratna napaka.

Ta kriterij ima pred drugimi kriterijskimi funkcijami prednost tudi v svoji jasni
fizikalni interpretaciji. Izraz (2.3) namre¢ dolota povprecno oziroma srednjo mo¢
signala napake £(t), kot smo to definirali z (1.4) v prejsnjem poglavju. Ce bomo

doloéili parametre priblizka tako, da bomo dosegli najmanjgo vrednost £2(¢), bomo
s tem minimizirali povpre¢no mo¢ signala napake (t).

Naj bo 2(t) kriterij, po katerem bomo vrednotili kvaliteto priblizka Z(t). Ker je
po (2.1)

i(t) = Co(t)
moramo poiskati optimalno vrednost koeficienta C'. Izrazimo vrednost srednje
kvadratne napake, tako da se omejimo na realne z(t) in ¢(t).

= — /QEQ(t)dt : /Q(w(t)*f(t))th

to —1t1 Jy, o —t Jy,

1 t2 )
= o5 | e -comra-
1 t2 9 t2 ) to )
e {/t v (t)dt—QC/tl ot + [ o (t)dt} L (24)

£2(t) je polinomska funkcija parametra C in zato tudi odvedljiva. Kot vemo, je
potrebni pogoj za nastop ekstremne vrednosti odvedljive funkcije ni¢elni odvod:

o 850,
Dolo¢imo r-Tolk

Iz (2.4) dobimo

65825) - tQ1151{_2/tj2x(t)¢(t)dt+2C/t1t2¢2(t)dt}.
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Resimo Se enacbo

_ o)
=
1 t2 to ,
0= L4 {—2/tl z(t)p(t)dt +2C 3 ¢ (t)dt}
to to
= — 2
0 = /t x(t)¢(t)dt+0/tl¢(t)dt

/ “2(0)6(t) dt
cC = 4 (2.5)

/t lt2¢2 () dt |

Za smiselno izbiro funkcije ¢(t) je resitev (2.5) konéna.

Ali bi bil potencialni ekstrem pri vrednosti parametra C, ki jo dobimo z resitvijo
enacbe (2.5), lahko tudi maksimum? Odgovor je ne, ker maksimalna vrednost
srednje kvadratne napake ni navzgor omejena. Z dovolj veliko absolutno vrednostjo
koeficienta C' lahko dosezemo poljubno veliko napako®.

Iz izpeljave (2.5) tudi vidimo, da faktor
1
to —t

ne vpliva na doloc¢itev optimalne vrednosti koeficienta C'. To pomeni, da bi za
kriterij, kjer bi namesto povpretne moci signala napake upostevali kar energijo
signala €(t) na ¢asovnem intervalu (¢1,t2)

to
/ e2(t)dt ,
t1

dobili enako resitev.
Oznac¢imo s
K = 2 (t)dt (2.6)

in dolo¢imo vrednost srednje kvadratne napake £2(t) pri optimalni izbiri koeficienta

C.
Iz (2.4), (2.5) in (2.6) dobimo

2(1) L { / " 2(0)dt — 200K + CQK}

ta—t1 UJy

t;tl {/:x2(t)dt - C2K} : (2.7)

1Za dolotitev “slabega” priblizka se ni treba posebej truditi, tezave nastopijo pri iskanju dovolj
kvalitetnega.
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Primer 2.1
Za signal z(t)

1, 0<t<nw
a(t) =
-1, m<t<2rm
na casovnem intervalu 0 < ¢ < 27 dolo¢imo priblizek
Z(t) = Csint .

Vrednost koeficienta C' dolo¢imo tako, da bo vrednost srednje kvadratne napake

najmanjsa. Dolo¢imo tudi velikost srednje kvadratne napake £2(t) in narigimo
potek priblizka z(t).

z(t)
1 r-
2m
0 m t
—14 <
t
R0
‘ 2T
0 T t
_]_ 4

Slika 2.5: Signal z(t) in funkcija ¢(¢) = sint na intervalu (0, 27)

Resitev
Potek signalov z(t) in ¢(t) = sint je podan na sliki 2.5. Optimalno vrednost
koeficienta C' dolo¢imo po enacbi (2.5):

2m
/ x(t) sint dt
Jo 0000000

27
/ sin? ¢ dt
0

27
:7‘["
0

27 .
¢ 2t

/ sin?tdt = - -2
. 2 4

27 T 27 9
/ x(t)sintdt = /sintdt—/ sintdt:—costg—i—cost;: 4,
0 0 ™
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4
C = = = 1273.
Vs

Za nas primer je optimalen priblizek

~ 4 .
Z(t) = —sint.

Glej sliko 2.6.

Slika 2.6: Priblizek Z(¢) signala x(¢) na intervalu (0, 2m)

Dolocimo 8e vrednost srednje kvadratne napake (2.7):

....... 1 27 4 2 8
2 = — 1dt — | = =...=1—— =0,189.
£2(t) 277{/0 — ) — 0,189

Komentar

Ali je napaka “velika”?

Velikost napake, ki predstavlja povpretno mo¢ signala napake €(t) na intervalu,
kjer dolocamo priblizek, je smiselno primerjati s povpreéno mocjo P, signala xz(t),
za katerega dolocamo priblizek Z(t).

1 271'2 1 2
P, =— t)dt = — ldt=1.
T or 0 z(?) 27r/0

Srednja kvadratna napaka £2(t) torej predstavlja priblizno 19% povpreéne moéi
signala z(t).

Ali je priblizek “ustrezen”?

“Ustreznost” priblizka dolo¢a namen uporabe. Velikokrat lahko za dolo¢eno upo-
rabo ustreznost priblizka ovrednotimo z velikostjo ali relativno velikostjo srednje
kvadratne napake in dolocen priblizek Z(t) signala x(t) sprejmemo kot zadovoljiv,

¢e je pripadajoca vrednost srednje kvadratne napake £2(¢) manjsa od neke kriti¢ne
vrednosti a:
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V zvezi s tem se tudi pokaze najvec¢ja pomanjkljivost v tem razdelku predstavlje-
nega postopka dolo¢anja priblizkov. Ce po predlaganem postopku s funkcijo ¢(t)

ne dosezemo dovolj majhne vrednosti £2(¢), nam ne preostane drugega, kot da po-
izkusimo dolo¢iti boljsi priblizek z neko drugo funkeijo ¢;(t). Pri slepem izbiranju
kandidatov funkecij ¢;(¢) za dolo¢anje priblizka nimamo nobenega zagotovila, da
bomo v konénem Stevilu poizkusov dosegli dovolj majhno vrednost srednje kva-
dratne napake.

Za doloc¢anje priblizka, ki temelji na kriteriju najmanjse srednje kvadratne napake,
potrebujemo postopek izbire, ki nas bo v konénem stevilu korakov pripeljal do
ustrezne resitve.

2.2 Vektorski prostor signalov

Razmisljanje iz uvodnega razdelka 2.1 predstavimo Se na drugacen nacin. V dvo-
razseznem evkligiskem vektorskem prostoru imejmo dva nekolinearna nenicelna
vektorja Z in ¢ (slika 2.7). Priredimo vektorju ¢ Se kolinearni vektor

AN

F=C9.

Vektor & pa naj bo dolocen z razliko

N N
E =T —

N
X

(2.8)

ol

AN
T
Slika 2.7: Vektorji &, 5, Z in & v dvorazseznem evklidskem vektorskem prostoru

Vprasajmo se, za katero vrednost skalarja C' bo vektor T najkrajsi?

Iz predstavitve v Evkélidskem vektorskem prostoru sledi, da se bo to zgodilo takrat,
ko bosta vektorja C'¢ in & pravokotna (slika 2.8).

V vektorskem prostoru, v katerem je definiran skalarni produkt (.,.), sta dva
nenic¢elna vektorja pravokotna oziroma ortogonalna natanko takrat, ko je njun
skalarni produkt enak 0:

(2,C9) = 0. (2.9)
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Slika 2.8: Vektorji € pri razli¢nih vrednostih skalarja Cj. Pri vrednosti Copt sta
vektorja Coptq; in £op¢ pravokotna.

Ce upostevamo (2.8) in lastnosti skalarnega produkta, iz (2.9) dobimo

0 = <?7O¢> <:c—0¢ C9) = (T,C6)—(C$,C9)
0 = C(T,9)-C%$,9) (2.10)

Enacba (2.10) je kvadratna enacba za skalar C. Resitev
=0

za nas ni zanimiva. Nenicelna resitev te enacbe pa je

c - (5.9 ’¢> (2.11)

(6. 0)

V razdelku 2.1 smo za optimalno izbiro koeficienta pri dolo¢anju priblizka Z(t)
signalu z(t) glede na kriterij minimalne srednje kvadratne napake dobili enacbo
(2.5)

/t “2(0)6(t) dt

/t :2(;52 (t)dt

Ze na prvi pogled sta si zgornja izraza podobna in smiselno se je vprasati, ali ni
morda za podobnostjo zapisov obeh enacb skrito tudi kaksno globlje ozadje?

m Mnozica L(Qt1 t2) vseh energijskih signalov s kon¢nega Casovnega intervala
(t1,t2) tvori vektorski prostor!
Mnozica je vektorski prostor [1], ¢e je mogoce v njej definirati:

- vsoto med elementi mnozice in
- mnozenje elementov mnozice s skalarjem.

Pri tem mora biti operacija seStevanja komutativna in asociativna, obstajati mora
nicelni in nasprotni element prostora, mnozenje s skalarjem pa mora biti distribu-
tivno.
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m Vektorje imenujemo elemente vektorskega prostora.

Za energijske signale je to kar obicajna vsota dveh funkcij in mnozenje funkcije s
konstanto, saj je vsota dveh energijskih signalov zopet energijski signal in produkt
konstante s signalom prav tako energijski signal:
x(t),y(t) € L(Qtl,m = z(t)+yt) € L(2t1,t2) ,
z(t) € L(Qtl,m & aeC = ax(t)e L(2t1,t2) :

m V vektorskem prostoru L%tl t2) lahko definiramo skalarni produkt

w(t),y(t) = / " e(typDdt (2.12)

Enostavno lahko preverimo, da z (2.12) definirana relacija, ki dvema signaloma
priredi skalar

(x(t),y(t)) € C,

izpolnjuje za skalarni produkt zahtevane lastnosti:

ﬂ o
1]
~—
=
]

Pri zadnji lastnosti (2.16) je potrebno dodati, da relacija

(1), 2(t)) = / () Pdt = 0

t1

dejansko pomeni, da je energija signala x(t) enaka 0. Signal z(¢), ki izpolnjuje to
lastnost, bi sicer lahko bil ob konénem §tevilu ¢asovnih trenutkov razlicen od 0,
povsod drugod pa mora biti enak 0. S signali, ki imajo nicelno energijo, ni mogoce
prenasati informacije [2]. To pomeni, da so za praktiéno uporabo nezanimivi in
jih lahko ena¢imo z ni¢elnim signalom.

Skalarni produkt realnih signalov po (2.12) zapisemo kot

@(t)y(t) = / ety ()t

t1

in zato tudi izraz (2.5) predstavimo kot kvocient skalarnih produktov:
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Mnozica L(Qt1 t2) je torej vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt.
V vsakem vektorskem prostoru s skalarnim produktom je mogoce definirati normo
vektorja:

l=@) [I* = (a(t),z(1)) - (2.17)

Zato je L%tl ) normiran prostor. Ce je v vektorskem prostoru definirana norma,
pa iz nje lahko vedno dolo¢imo tudi razdaljo oziroma metriko med vektorji

d(z(t),y(t) = [=@)—y@) |
oziroma
d*(x(t),y(t) = (a(t) —y(t), a(t) = y(1)) . (2.18)
Torej gre tudi za metriéni vektorski prostor?.
Razvijmo izraz (2.18) e naprej:

d?(z(t),y(t) = (a(t), z() + (y(t), y(1) — (x(t), y(t
F(®) 1+ 1 y() 11 —(2(t), y(t) — (=(t), y(1))
F(®) 12 + [ y(t) I —2Re((a(t), y(t)

~—
Nyt
—~
<
—~
~
~—
8
—~
~
~—
Nyt

~
~—
—~
N
—_
=)
~

Naj bo
e(t) = z(t) —z(t) .
Iz zvez (2.17), (2.18) in (2.19) sledi

le@) 1> = d*(x(t),2(t)) (2.20)
= @) I? + 11 2@) [I* —2Re((=(t), T(1))) - (2.21)

Iz definicije skalarnega produkta (2.12) sledi se, da je

e | = / et dt |

torej energija signala £(t) na intervalu (¢, t2). Srednja kvadratna napaka, kot smo

jo doloéili z (2.3),
....... 1 1o
30 = JRECRY
ta —t1 Jy,

- e [ (2.22)

tor. Zaradi tega najmanjsa vrednost £2(t) hkrati pomeni tudi najmanjso vrednost
|| e(t) ||? in obratno.

2Razmisljanje v obratni smeri ni enako. Metriéni vektorski prostor ni nujno tudi normiran.
Prav tako normiran vektorski prostor ni nujno tudi vektorski prostor s skalarnim produktom.
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m Vrednosti £2(t) in || £(t) ||* lahko enakovredno uporabljamo kot kriterij za
dolo¢anje kvalitete priblizka?.

2.3 Izrazava signalov z linearno kombinacijo te-
meljnih funkcij

Vrnimo se ponovno na problem, podan v uvodnem razdelku 2.1.

Za poljuben signal z(¢) s kon¢no energijo na omejenem ¢asovnem intervalu (¢1,t2)
zelimo dolociti priblizek Z(t) signala x(t)

.Af(t) = I(t) th <t<ts.

V zvezi z zadano nalogo so klju¢na vsaj tri vprasanja:

1. S kaksnim namenom zelimo dolo¢iti z(¢)?
2. V kaksni obliki* bomo predstavili priblizek?

3. Kako bomo vrednotili kvaliteto priblizka?

Dolocanje in uporaba priblizkov signalov je v tehniki in nasploh v naravoslovju
kar pogosta. Razlogi so pri tem lahko zelo razli¢ni.

Uporaba priblizka v postopkih obdelave signalov lahko narekuje “velika” nume-
ricna zahtevnost dolocanja amplitud originalnega signala. Z uporabo priblizka
Zelimo v tem primeru to zahtevnost zmanjsati ob Se zadovoljivi natan¢nosti ocene.

Uporaba priblizka namesto originalnega signala je v dolo¢enih primerih obdelave
potrebna, ker originalni signal ne poseduje zahtevanih analiti¢nih lastnosti (npr.
zveznost, odvedljivost, ...), ki so nujno potrebne za izvedbo postopka.

V nekaterih primerih pa zelimo z uvedbo priblizka poudariti oziroma modelirati
nekatere specificne fizikalne lastnosti signala, ki so za analizo lastnosti signala
oziroma za nadaljnji postopek obdelave pomembne.

Matematic¢ni model predstavitve priblizka je nacelno lahko poljuben, iz komentarja
pri primeru 2.1 pa se vidi, da bo najveckrat priblizek potrebno sestaviti iz vec
vnaprej podanih funkcij na nacin, ki bo glede na zastavljeni kriterij zagotavljal
dovolj dober rezultat.

5(t) = f(¢1(t)a ¢2(t)a s 7¢n(t))

m Funkcije, ki sestavljajo priblizek, imenujemo temeljne funkcije.

3V uvodnem primeru pri izvajanju relacije (2.5) na strani 21 smo prigli do iste ugotovitve.
40ziroma, kaksen bo matemati¢ni model, ki bo opisoval priblizek.
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Odnos med temeljnimi funkcijami ¢ (¢) in parametri lahko prilagodimo posebnim
zahtevam, ki jih pogojuje izbrana obdelava signalov.
m Eden najenostavnejsih nacinov oblikovanja priblizka, ki omogoca tudi upo-
rabo predstavitve signalov v smislu vektorskega prostora in uporabo linearne
algebre, je linearna kombinacija temeljnih funkcij:

5(15) =Ci1¢ (t) + ng)z(t) + ...+ Chon (t) . (223)
Zvezo (2.23) navadno krajse zapisemo z

I(t) = Z Cii(t) . (2.24)

Tak nacin izrazave priblizka bomo uporabili tudi v nadaljevanju.

Kriterij dolocanja kvalitete priblizka direktno vpliva na izbiro optimalnega pri-
blizka kot tudi na sam postopek njegovega dolo¢anja. Kriteriji so lahko razli¢ni.
Najveckrat uporabljen je ravno kriterij srednje kvadratne napake, ki smo ga defi-
nirali z (2.3) v razdelku 2.1:

K p— /2|5(t)|2dt.

ta —t1 Jy,

Veckrat pa se na primer uporablja tudi kriterij srednje absolutne napake

1 t2
/ e(t)|de |
to —1t1 Jy,

ki bolj enakomerno uposteva vsa odstopanja |e(¢)| in ni tako obc¢utljiv na vecja
lokalna odstopanja, ki doprinesejo ve¢ k povprecju v primeru, ko odstopanja kva-
driramo.

Ce so pri iskanju priblizka najpomembnejsa ravno najveéja odstopanja, je za kri-
terij smiselno izbrati kar najvecjo vrednost £(¢) na intervalu (¢1,t2):
sup (t) .
t <t<ts

Ker £2(t) odraza povpretno mo¢ signala napake £(t) in zaradi zveze (2.22), ki
pri dolocanju priblizkov omogoca predstavitev v vektorskem prostoru signalov in
uporabo postopkov linearne algebre, bomo v nadaljnjem izvajanju za kriterijsko
funkcijo pri dolo¢anju optimalne izbire priblizka Z(¢) uporabili prav srednjo kva-

dratno napako €%(t) oziroma ekvavilentno mero || e(t) ||? .

2.3.1 Osnovni izrek

Predpostavimo, da priblizek Z(t) izrazimo kot v (2.24) z linearno kombinacijo
temeljnih funkcij ¢;(¢),

z(t) = Z Cigi(t) ,
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in da za dolo¢itev kvalitete priblizka izberemo kriterij (2.20):
le@®) I* = d*(=(t),z(t)) -
Dokazimo veljavnost naslednje trditve.
m Vrednost || £(t) ||? je najmanjsa, e je signal napake
e(t) = x(t) — z(t)
ortogonalen na vse temeljne funkcije ¢;(t), ki sestavljajo priblizek:

@), i) =0  i=1,2,...,n. (2.25)

Dokaz
Recimo, da obstaja priblizek Z(t), ki je boljsi od Z(t) in je prav tako predstavljen
z linearno kombinacijo temeljnih funkcij:

I(t) = Z Bigi(t) . (2.26)

Dolo¢imo kvadrat razdalje med z(t) in Z(¢)!
Najprej upostevajmo®, da je
d*(z(t),2(t)) = d*(=(t) — T(t), 2(t) — T(t))

in potem 3e (2.19):

d*(x(t),2(t) = =) —3@) | + | 2(t) - 2(t) |* -
2Re{x(t) — z(t), 2(t) — (1))
Fe®) I* + | 2(t) — Z(t) |* —2Re(e(t), Z(t) — Z(1)) -
Zaradi (2.24) in (2.26) velja

n

z(t)—z(t) = Z(Bi = Ci)oi(t) ,

i=1
zaradi predpostavke (2.25), da je signal napake £(t) ortogonalen na vse temeljne
funkcije ¢;(t), ki sestavljajo priblizek, pa sledi

(e(t), 2() —F(t) = 0.
Zato je
d*(x(t),2(t) = lle@®) |* + ] 2¢) -z() ||* . (2.27)

Ker je desna stran izraza (2.27) predstavljena z vsoto dveh nenegativnih ¢lenov,
bo razdalja d*(z(t), Z(t)) najmanjsa v primeru, ko bo

(1) = 3 (t) .

S tem smo zgornjo trditev dokazali.

5Zaradi (2.18) je
d*(z(t) — (), 2() —2(t) = (x(t) —F(t) — (@) — 3(t)), z(t) — T(t) — (F(t) — 2(1)))
(z(t) — B(t), x(t) — B(t)) = d*(x(t), (1)) .
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Posledici

m Priblizek Z(t) je pravokoten na signal napake £(t).

Ker je Z(t) dolocen z linearno kombinacijo temeljnih funkcij (2.24), je zaradi la-
stnosti linearnosti (2.15) skalarnega produkta

(), 7)) = (=), Y Cion(t)) = S Tile(®), 6s(t)) =0 (2.28)

m Skalarni produkt med signalom z(¢) in njegovim priblizkom Z(t) je enak
kvadratu norme priblizka Z(t)

(@), 2(t) = [z |* . (2.29)
Povezavo (2.29) z upostevanjem posledice (2.28) izpeljemo iz zveze, da je

(@(t), 2(t)) = (@(t) +e(t), 2(t)) = (@(t), 2(1)) + (e(t), Z(2)) -

2.3.2 Vrednosti srednje kvadratne napake in koeficientov C;
pri optimalni izbiri priblizka

Predpostavimo, da priblizek Z(¢) izpolnjuje zahtevo (2.25). V tem primeru jeb
e 2=l a(t) = Z(t) [IP=] «(t) [I* + | Z() I —(=(0), (1)) — (=(t), Z(1)) -
Ker je zaradi (2.29)
(@(t), (1)) = ((®), 2(1)) = | z(t) [,
je
le@1* = Il I” = z() [I* - (2.30)

Izraz (2.30) lahko razumemo tudi kot posplositev Pitagorovega izreka na vektorski
prostor signalov L(t1 t)"
Ce v (2.30) upostevamo, da je priblizek linearna kombinacija temeljnih funkcij,
dobimo

H

le@ 2 = lle) 2 — @), 7))
I 2(t) |12 - <Z Cigit) Z% )

() 1I* - ZZC@K@@), ;(t)) (2.31)

6Ce sledimo izpeljavi v izrazu (2.19) in (2.20) na strani 27.
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in iz (2.22)

) = t;tl{n =(0) I? =2 > GG {n(t). ¢j<t>>}~ (2.52)

i=1 j=1

Dolo¢imo Se optimalne vrednosti koeficientov C;.
Zaradi (2.25) je

(x(t), ¢;(1)) = (Z(t) +e(t), ¢; (1)) = (X(t), ¢5(t)) J=1,2,....n.
Spet upostevajmo, da je priblizek Z(¢) linearna kombinacija temeljnih funkeij ¢;(t):

(Yo, ,(0) = @) 60) . =12....n

ZCA@(t), ¢j(t)) = (@), ¢;(), F=12....n (2.33)

Izraz (2.33) predstavlja nehomogen sistem n linearnih enacb za n koeficientov C;.

Cl <¢1 (t)v ¢1 (t)> + C2<¢2(t)7 ¢1 (t)> +.ot Cn<¢n(t)v ¢1 (t)> - <l‘(t), ¢1(t)>
Cl <¢1 (t)v ¢2(t)> + C2<¢2(t)7 ¢2(t)> +.ot Cn<¢n(t)v ¢2(t)> - <l‘(t), ¢2(t)>

C(p1(t), dn(t)) + C2(d2(t), n(t)) + ... + Crldn(t), dn(t))
Sistem (2.33) lahko predstavimo tudi v matri¢ni obliki

(@(t), ¢u(t))

AC = b,
kjer je
<¢1 (t)v ¢1 (t)>7 <¢2 )7 (bl( )>7 ’ <¢n(t)7 ¢1(t)> 1
<¢1 (t)v ¢2 (t)>7 <¢2 (t)v (ZSQ( )>7 ) <¢n (t)v ¢2(t)> — CQ
A= : : : U=
<¢1(t)7 ¢n( )>7 <¢2(t)7 ¢n( )>7 ) <¢n(t)7 ¢n(t)> Cn

b= ({z(t), 1(1)), (2(t), d2(t)),- -, (2(t), Pnlt))) -

m Sistem (2.33) je resljiv in ima eno samo resitev v primeru, ko je matrika A,
ki jo sestavljajo skalarni produkti (¢;(t), ¢;(t)), obrnljiva:

AN

C = A'D.

Izkaze se, da je to res natanko takrat, ko so temeljne funkcije ¢;(t), ki sesta-
vljajo priblizek, linearno neodvisne.
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To je tudi smiselna zahteva za izbiro temeljnih funkcij.

V primeru, ko bi kon¢nemu zaporedju n — 1 temeljnih funkcij dodali novo funkcijo,
ki bi bila od prejsnjih linearno odvisna

ou(t) = 2 Bii(t)

pri kvaliteti priblizka ni¢ ne pridobimo, saj je

B0 =3 Cunlt) = Y G0+ Cu Y Bioult) = Y Didilt)

i=1
e vedno samo linearna kombinacija n — 1 funkcij ¢; ().

Za dolocitev optimalne zgradbe priblizka Z(t) je potemtakem potrebno resiti neho-
mogen sistem linearnih enacb. V praksi se te naloge lotimo z uporabo ustreznega
numeriénega postopka’. Za vsako novo dodano temeljno funkcijo je potrebno resiti
nov, za eno dimenzijo obseznejsi, sistem enacb. To lahko pri velikem Stevilu te-
meljnih funkcij, iz katerih zelimo sestaviti priblizek, predstavlja resen numerié¢ni
problem. Prav tako moramo na osnovi (2.32) tudi vsaki¢ v celoti znova dolo¢iti
vrednost srednje kvadratne napake.

Da zagotovimo enostavnejSe doloc¢anje optimalnih vrednosti koeficientov C; in sre-

dnje kvadratne napake £2(t), se je smiselno pri izbiri linearno neodvisnih temeljnih
funkcij omejiti.

2.3.3 Ortogonalne temeljne funkcije

m Privzemimo, da za neskonc¢no zaporedje nenicelnih linearno neodvisnih te-
meljnih funkcij {¢;(¢)} velja lastnost

0, i#j
(6:0).0,(1) = {K_ #j (234

V tem primeru zaporedje {¢;(t)} imenujemo ortogonalno zaporedje temeljnih
funkcij oziroma pravimo, da so temeljne funkcije ¢;(¢) med sabo ortogonalne
ali pravokotne.

Vrednosti koeficientov K; so pozitivne, saj je

Ki = (¢i(t), di(t)) = ¢s(t) |I> > 0. (2.35)

V primeru, ko je
K, =1 za vse ¢ ,

zaporedje ortogonalnih temeljnih funkcij imenujemo ortonormalno zaporedje®.

"Na primer postopek Gaussove eliminacije ali postopek Choleskega.
8Vsako ortogonalno zaporedje lahko spremenimo v ortonormalno zaporedje, tako da temeljne
funkcije ¢;(t) delimo z || ¢;(t) ||.
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Ko je zaporedje temeljnih funkcij ortogonalno, se zaradi lastnosti (2.34) izraz za
dolo¢anje minimalne vrednosti srednje kvadratne napake (2.32) in zapis sistema
enacb za koeficiente C; (2.33) moéno poenostavi. Ker je

Z@(fﬁi(t% ¢;(t) = Cj(9;(t), ¢;(t)) = C; K;
je
CjKj=<$(t), ¢J(t)> j:1,2,...,n

in zato

(a(t), 65(0))

Cj 7
J

(2.36)

Ce upostevamo definicijo skalarnega produkta v vektorskem prostoru signalov
(2.12), je

1 [
¢ = & [ s, (2.37)
kjer je
ta
K, - /t 16 (1) 2dt . (2.38)

m Iz zveze (2.37) sledi, da je vrednost koeficienta C; v priblizku odvisna le od
signala x(t) in temeljne funkcije ¢;(¢). To pomeni, da so vrednosti koefici-
entov C, ki dolo¢ajo priblizek, med sabo neodvisne.

Lastnost neodvisnosti koeficientov C; v priblizku je pomembna tudi s stalis¢a eko-
nomiénosti dolo¢anja priblizkov z ve¢ temeljnimi funkcijami. Ze dolo¢enih vredno-
sti koeficientov ni potrebno ponovno dolociti, ko v priblizek dodamo novo temeljno
funkcijo.

Ker je
DD CiTHGi(t), (1)) =D CiTilgi(t), ¢it)) = > |Cil* K,
i=1 j=1 i=1 i=1
je
g B 1 s n 2p
0 = {n o) I -3 1C K} (239)
oziroma

52(15) = 5 itl {/ ’ |z (t)[?dt — Z|Ci|2Ki} . (2.40)

t1 i=1
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2.3.4 Polnost zaporedja temeljnih funkcij

Oznagimo z 2 (t) srednjo kvadratno napako v primeru, ko smo priblizek sestavili

iz n temeljnih funkcij:

....... 1 to n
2 _ 2 o 1277,
e2(t) = P {/t |z (t)[*dt = Y |C] KZ} :

=1

Ker so koeficienti C; med seboj neodvisni, je

........... 1 to n
ep(t) = 7 {/t ja(t)[Pdt = |Ci’K; — Kn+1|Cn+1|2}

2~ h i=1
....... e
= (1) - KotllSnl (2.41)

Ker srednja kvadratna napaka predstavlja povpreéno mo¢ signala e(t), je vedno

e2(t) 2 0, zavsakn.
Prav tako (2.35) so pozitivni tudi vsi koeficienti K,:
K, > 0, zavsakn.

Zato iz zveze (2.41) sledi, da je

en(t) 2 enn(t). (2.42)

m Zaporedje vrednosti srednjih kvadratnih napak {E% (t)} je monotono pada-
joce in navzdol omejeno zaporedje.

Monotonost zagotavlja neenacba (2.42), zaporedje pa je navzdol omejeno s spo-
dnjo mejo 0, saj gre za zaporedje samih nenegativnih vrednosti. Kot vemo iz
matemati¢ne analize [3], ima vsako navzdol omejeno monotono padajoce zapo-
redje limito:

Lastnost, da je zaporedje srednjih kvadratnih napak monotono padajoce, nam
zagotavlja, da z dodajanjem novih temeljnih funkcij v priblizek, kvaliteto priblizka
izboljsujemo. Limitna vrednost a pa je pomembna zaradi tega, ker nam dolo¢i
mejo kvalitete priblizka, ki je ni mogoce preseci. Za

a >0

to pomeni, da bo

e2(t) = a > 0, za vsak n .
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m S stalis¢a doloc¢anja priblizkov je zato najbolj ugodno, ¢e pri danem ortogo-
nalnem zaporedju temeljnih funkeij {¢;(¢)} za vsak signal z(t) iz vektorskega

prostora L%thtz) velja

lim e2(t) = 0. (2.43)

n—oo

Tako zaporedje temeljnih funkcij imenujemo polno zaporedje oziroma pravi-
mo, da zaporedje temeljnih funkcij izpolnjuje pogoj polnosti.

Zaradi (2.43) za polno zaporedje temeljnih funkeij velja, da lahko s priblizkom,
ki je dolocen s konénim Stevilom temeljnih funkcij ng, presezemo vsako konéno
vnaprej predpisano vrednost srednje kvadratne napake

e > 0.

Iz definicije limite [4] namreé sledi (slika 2.9), da je za vsak € > 0 izpolnjena
zahteva

€no (1)
Jroseoscsces] oo o o o o S%O(t) 8%(15)
\-\,-/ .......
cskoncn )|
neskoncéno

¢lenov zaporedja

Slika 2.9: Zaporedje vrednosti srednjih kvadratnih napak

Pri kriteriju srednje kvadratne napake in priblizku v obliki linearne kombinacije
temeljnih funkcij smo tako definirali konvergenten postopek, ki nam v konénem
tevilu korakov zagotavlja vnaprej predpisano kvaliteto® priblizka. Konvergenco
postopka nam zagotavlja polno ortogonalno neskon¢no zaporedje temeljnih funkcij
{¢n(t)} v prostoru signalov Lf, ..

Ali taka zaporedja sploh obstajajo?

Kot bomo videli v nadaljevanju, je takih zaporedij temeljnih funkcij veliko. V
slede¢em razdelku pa bomo pokazali, da lahko iz vsakega neskonénega zaporedja
linearno neodvisnih funkcij v L%tl t2) vedno dolo¢imo pripadajoce ortogonalno za-
poredje.

Primer 2.2
Zaporedje temeljnih funkcij

{sin(2n71)t} = {sint, sin 3t, sin 5, . .. }

je ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij v L%O’Qw).

9Pojem “kvaliteta” je v tem primeru opredeljen z velikostjo srednje kvadratne napake.



2.8. IzraZava signalov z linearno kombinacijo temeljnih funkcij 37

Za signal z(t), ki smo ga obravnavali v primeru 2.1 na strani 22 (slika 2.5), dolo¢imo
priblizek Zg(t) z linearno kombinacijo prvih 6-ih temeljnih funkcij zgornjega zapo-
redja:

Te(t) = Ci1o1(t) + Cogpa(t) + - + Cog(t) .

Dolo¢imo vrednost srednje kvadratne napake €3(¢) in potek priblizka Zg(t) ter
signala napake eg(t). Pois¢imo tudi tisto najmanjse Stevilo prvih ng temeljnih
funkcij, da bo izpolnjena zahteva

en, () < 0,0001 .
Resitev
Po (2.37) in ob upostevanju poteka signala x(t) so vrednosti koeficientov v priblizku
enake

1
C, = —/ z(t)sin(2n—1)t dt
K'V‘L 0 )
1/ (2n—1)tdt 1/%'(2 1)t dt
= — sin(2n— - — sin(2n— .
K, Jo K, ),

Iz (2.38) dolo¢imo

27 . 2
t 22n—1)t
K, — / sin?(2n—1yde — | L - S22 DT

0 2 4(2n-1) |,

in dobimo
O — _ {—(:os(2n—1)t‘7r + cos(2n—1)t|2ﬂ} _ 4
" r(2n—1) 0 . 7(2n—1) "
Torej
4 4 4
Cr=r Ce=gn Go= g

Potek priblizka Zg(t), izrazenega s 6-imi temeljnimi funkcijami, je podan na
sliki 2.10, kjer sta prikazana tudi poteka signala x(t) in priblizka Z1(t) z eno
temeljno funkcijo, ki smo ga doloéili v primeru 2.1.

Vrednost srednje kvadratne napake £(t)2 dolo¢imo na osnovi (2.40):

n

S = Mo Swiee) = Lo 3o (i)'

=1

8 — 1
— kpi;i(%_w . (2.44)

8
2 1 1 1 1 1 .
eo(t) = 1——5(I+5+25+35+ 50+ mar) = 0034



38

2.

IZRAZANJE SIGNALOV S TEMELJNIMI FUNKCIJAMI

1,274

Slika 2.10: Priblizka Zs(t) in Z1(t) ter signal (t) na intervalu (0, 27)
Poteka signalov napak

e1(t) = xz(t) — Cisint,
eg6(t) x(t) — (Cysint 4+ Casin 3t + - - - + Cg sin 11¢)

sta podana na sliki 2.11.

g6(t)
1 1‘, c1 ()
\ / e 2m
I\:';/_\ A I\"':/\ Av/\/\ Al ‘
14

Slika 2.11: Signala napak e¢(t) in €1(t)

Ker velja [5]

1 _ 2
—(2n-1)2 8’
iz (2.44) za signal x(t) sledi
e
nh_>rlg<>5 t) =0

Za predpisano vrednost napake € = 0,0001 tako lahko pois¢emo najmanjse Stevilo
prvih ng temeljnih funkcij, da bo
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Z uporabo rekurzivne zveze za srednjo kvadratno napako (2.44)

™
o
—~

~
~—

—_

.................. 8 1
ena(t) = en(t) - 2@t

po 2027-ih korakih prvi¢ dosezemo manjso srednjo kvadratno napako od 0,0001.
Torej
ng = 2027 .

2.3.5 Postopek Gramma in Schmidta

m Naj bo {ﬂz(t)} zaporedje linearno neodvisnih temeljnih funkcij. Postopek
Gramma in Schmidta je iterativni postopek, s katerim takemu zaporedju
priredimo zaporedje ortonormalnih temeljnih funkcij {qﬁi (t)} :

{9:(t)} — {ei(t)} .

Postopek poteka v naslednjih korakih:

D)
a0 = T
k—1
wilt) = k(0 = S (e i) ut) . k=23,  (245)
o we(t)
%0 = Tu@T -

V koraku (2.45) od signala ¥ (t) odstejemo priblizek tega signala, izrazen s prej
dolo¢enimi ortonormalnimi temeljnimi funkcijami. Zaradi optimalnosti postopka
dolocanja priblizka v smislu minimalne srednje kvadratne napake (2.25) je ta raz-
lika ortogonalna (pravokotna) na vse temeljne funkcije, ki priblizek dolo¢ajo

(we(t), ¢:()) = 0,  i=1,2,....k—1.

V naslednjem koraku funkcijo wy(t) normiramo in tako pridobimo k-to ortonor-
malno temeljno funkcijo zaporedja.

Primer 2.3
Zaporedje potenc .
9i(t) = t*, 1=0,1,2,...

je neskonéno zaporedje linearno neodvisnih funkcij na vsakem kon¢nem ¢asovnem
intervalu (t1,t2), ki pa ni ortogonalno.

Po postopku Gramma in Schmidta zaporedju treh linearno neodvisnih funkcij

{1,t,t%}

na casovnem intervalu (0,2) priredimo zaporedje ortogonalnih funkcij

{¢O(t)7 ¢1 (t)v ¢2 (t)} :
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Resitev
’LUQ(t) 1
2
| wo(t) |I? dt =2
0
bo(t) > = vz
212
toolt)) = L / =20 v
wy (1) t—1
2 3
2 t 2
(o) | /O(t—l)d 3_173
¢1() \/E(t —1)
2
(2, 6o (1)) f/ 2t t3 _ 42
1372
{t*, ¢1(1)) f/ £2(t — 1)dt = \f[ _§LZ¥
wa(t) 2 —20t—1)— 2 =t>—2t+ 2
5 2 ) 2 B 9l Tt .
[ wa(t) || /O (12 — 2t + 2) dt{g?JrngE
fat) = D0 (2—2t+2) .
Potek temeljnih funkcij {9¢(¢), 91(¢), F2(t)} in {wo(t), ws(t), w2(t)} je prikazan na
sliki 2.12.
4_
Pa(t)
91(t)
2_
1 190(t)
>0/ 2 t

Slika 2.12: Linearno neodvisne funkcije {9(t), %1 (t), ¥2(¢)} in ortogonalne funk-
cije {wo(t), w1 (t), w2 (t)}
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2.4 Nekatera polna zaporedja temeljnih funkcij

2.4.1 Walsheve temeljne funkcije

Walsheve temeljne funkcije {w;(¢)} predstavljajo polno zaporedje ortonormalnih
temeljnih funkcij na ¢asovnem intervalu 0 < ¢t < 1 [6].

Vse Walsheve temeljne funkcije (slika 2.13) so odsekoma konstantne funkcije s
samo dvema moznima amplitudama:

wi(t) € {—1,41}. (2.46)

Zaradi zgornje lastnosti (2.46) so Walsheve funkcije predstavnik razredov temelj-
nih funkcij, pri katerih postopek dolo¢anja njihovih amplitud ne zahteva uporabe
velikega Stevilal® aritmetiénih operacij. Zaradi binarne narave zapisa amplitud
Walshevih funkcij je njihova predstavitev Se posebej primerna za uporabo na di-
gitalnih ra¢unalnikih.

wo (t wy (t
| Two(®) | Lwa(®) .
0 1 1t 0 1 1t
14+ 1+
w1 (t ws (t
| () L Lws(®)
0 1 ' 1t 0 1 ' 1t
14 1+ — —
wa(t we (t
| Lwa(t) | Lws(t) —
0 1 1t 0 1 1t
14+ -1+ — —
1 w3(t) 1 __w7(t)_ — —
0 1 1t 0 1 1t
-1 + 3 J -1 + — _ (R— —

Slika 2.13: Prvih 8 Walshevih temeljnih funkcij

10V primeru Walshevih funkcij “racunanje” vrednosti amplitud sploh ni potrebno!
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Zaporedje prvih 2™ Walshevih funkcij je mogoce enostavno pridobiti iz 2™ x 2"
dimenzionalne Hadamardove matrike H(n).

Hadamardove matrike so kvadratne ortogonalne matrike z lastnostjo
H(n)H(n)=2"1

in z elementi h;;, katerih vrednosti so ravno tako kot amplitude Walshevih funkcij
enake
hij = %1 .

Za njihovo dolocitev obstaja enostaven rekurzivni postopek:
H©0) = (1),

H(n+1) = (g% ggzg) : (2.47)

Walsheve funkcije iz Hadamardove matrike pridobimo tako, da vsaki vrstici ali
stolpcu matrike priredimo po eno Walshevo funkcijo. Interval na obmoéju (0, 1)
razdelimo na toliko enako dolgih podintervalov, kot je Stevilo elementov v eni
vrstici matrike. Za tem vsakemu podintervalu priredimo vrednost Walsheve funk-
cije, ki je enaka vrednosti pripadajocega elementa h;; matrike.

Primer 2.4
Dolo¢imo Hadamardovo matriko H (2) in ugotovimo, katere so pripadajoce Wal-
sheve funkcije!

Resitev
Matriko H (2) po (2.47) zgradimo takole:

H(©0) = (1),
ay = (1)
1, 1, 1,
I
1, -1, —1,

Matriki H (2) po vrsticah priredimo prve 4 Walsheve funkcije:
prvi vrstici ustreza funkeija wo(t), drugi ws(¢), tretji wq(t) in etrti wa(t).
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Komentar

Kot opazimo, smo prirejene funkcije dobili v drugem vrstnem redu, kot jih ozna-
¢ujejo indeksi temeljnih funkcij.

m Ureditev, ki jo implicirajo oznake Walshevih funkcij s slike 2.13 imenujemo
sekvencnan Pri tem sekvenco Walsheve funkcije definiramo kot Stevilo
sprememb predznaka funkcije.

Prednost pri uporabi Walshevih temeljnih funkcij je njihova preprosta izrazava,
ki omogoca hitro dolocanje vrednosti koeficientov C; in amplitud priblizka Z(t).
Ker je vrednost w;(t) lahko le +1 ali —1, je potrebno pri numeri¢nem dolo¢anju
vrednosti C; oziroma kasneje pri Z(t) uporabiti le aritmeti¢ni operaciji sestevanja
in odstevanja. Ce signal x(t) vzoréimo s Casovnim razmakom A¢ ob M ¢asovnih
trenutkih, dobimo:

1 M-1 M-1
Ci:/x(t) t)dt ~ Zx (kat)yw;(kat)at =ty ta(kat), i=0,1,...,n,
0 =0 k=0

n n
= Ciwi(t Z +C; .
=0 =
Pri dodatni uporabi hitrega postopka [7] izra¢una vrednosti koeficientov C; imamo
tako na razpolago izredno ucinkovit postopek dolocanja priblizkov, ki je posebno
uporaben pri aproksimaciji signalov, ki so tudi sami podobne narave kot Walsheve
funkcije. To so na primer digitalne binarne ali sive slike [8]. Zato se je uporaba
Walshevih funkcij Ze zelo zgodaj uveljavila pri kodiranju in prenosu digitalnih tele-
vizijskih signalov [7]. Znan je primer uporabe takega naé¢ina kodiranja televizijske
slike v ameriskem vesoljskem projektu Apollo'? v 60-ih in 70-ih letih prejsnjega
stoletja.

Priblizek, predstavljen z linearno kombinacijo Walshevih funkcij, je zaradi narave
teh funkcij vedno odsekoma konstantna funkcija. To pomeni, da gre le za odsekoma
zvezno funkcijo, katere odvod je povsod tam, kjer je zvezna, enak 0.

2.4.2 Haarove temeljne funkcije

Po svoji naravi so Haarove temeljne funkcije {h;(t)} podobne Walshevim. Pred-
stavljajo polno zaporedje ortogonalnih temeljnih funkcij na ¢asovnem intervalu
0<t<1[9.

Tudi vse Haarove temeljne funkcije (slika 2.14) so odsekoma konstantne funkcije,
tokrat s tremi moznimi amplitudami:

hi(t) € {=1,0,+1}. (2.48)

1 Pojem sekvence lahko priblizno enagimo s pojmom frekvence, ki ga bomo spoznali v razdelku
2.4.4 pri trigonometrijskih temeljnih funkcijah.

12Projekt Apollo je bil vesoljski projekt ameriske agencije NASA, v okviru katerega je ¢lovek
prvic stopil na Luno.
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ho(t ha(t
| Lho(®) 1__411()
1t 14

ha(t hs (t
| a0 L Lhs(t)

0 1 1t 0 1 1t
14 L 1+ —

ha(t he(t
| Tha(®) 1 L he() _

0 1 1t 0 1 1t
14+ [ 1+ —

hs(t hr7(t
| Lhs(t) | Lha(t) _

0 L 1t 0 1 1t
-1+ -1+ —

Slika 2.14: Prvih 8 Haarovih temeljnih funkcij

Razen funkcije ho(t) vse sledijo enakemu amplitudnemu poteku. Na intervalu,
kjer so od ni¢ razlitne, zavzamejo na prvi polovici vrednost 1 in na drugi polovici
vrednost —1. Pri definiranju Haarovih temeljnih funkcij izhajamo iz iterativne
delitve intervala (0, 1) na 2" enakih delov, ki pri vsaki delitvi da novih 2" Haarovih
funkcij. Pri tem ima na 2" — 1 podintervalih Haarova funkcija vrednost 0, na
preostalem podintervalu pa stalno od ni¢ razli¢no obliko. Postopek generiranja in
potek prvih 8 Haarovih funkcij je prikazan na sliki 2.14.

Haarove funkcije niso ortonormalne. Njihova energija se manjsa skladno s krajsa-
njem ¢asovnega intervala, na katerem so razlicne od ni¢. Tako velja:

Ko=K, = 1,
1

K=Kz = 3

1

Ky=---=K; = 1

Iz definicije poteka Haarovih temeljnih funkcij sledijo nekatere posebne lastnosti
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koeficientov C}, ki dolo¢ajo priblizek.
m Koeficienti priblizka C; so lokalno odvisni od vrednosti amplitud signala x(t).

m Vrednost koeficienta priblizka C; podaja oceno, v koliksni meri vrednost
signala z(t) na podintervalu, kjer je pripadajoca Haarova funkcija h;(t) od
nic¢ razlicna, v povprec¢ju narasca oziroma pada.

z(t)hi(t)
t

hi(t) #

Lo e
g

0 1
o) t

h

—1—

Slika 2.15: Zmnozek signala z(t) in Haarove temeljne funkcije h;(t). Crtkano so
oznaceni alternativni poteki signala z(t), ki ne vplivajo na vrednost koeficienta
C}, ki ga dolo¢imo z i-to Haarovo funkcijo.

Zgornji lastnosti si razlozimo s potekom signalov x(t) in h;(¢) na sliki 2.15.

Ker je i-ta Haarova funkcija h;(t) od nié¢ razlicna le na delu celotnega obmocja, na
katerem so Haarove funkcije ortogonalne, potek signala z(t) izven tega obmocja ne
vpliva na vrednost pripadajocega koeficienta C;. Na sliki 2.15 je to ponazorjeno s
¢rtkano oznacenimi alternativnimi poteki signala x(t).

Vse Haarove funkcije, razen hg(t), so na intervalu, na katerem so razli¢ne od ni¢,
enake oblike. Zaradi tega negativni predznak pripadajocega koeficienta C; v pri-
blizku pomeni, da so bile amplitude signala x(¢) na drugi polovici tega intervala v
povpreéju vecje kot na prvi polovici. C; je namre¢ po (2.37) dolocen z integralom
zmnozka med signalom in temeljno funkcijo, to je z x(¢) - h;(t). Iz predznaka in
velikosti koeficienta C; lahko zato, podobno kot v matemati¢ni analizi iz odvoda
funkcije, sklepamo o hitrosti in smeri spreminjanja amplitud signala x(¢) na pripa-
dajocem ¢asovnem intervalu. Na sliki 2.15 je ponazorjen primer, kjer na intervalu,
na katerem je Haarova funkcija h;(t) razlicna od ni¢, signal z(t) narasca in je zato
C; <0.

Primer 2.5

Lokalna ob¢utljivost in zveza vrednosti koeficientov C; z nara§¢anjem oziroma pa-
danjem amplitud signala je bila s pridom uporabljena pri studiji, ki je obravnavala
samodejno obdelavo EKG!3 signalov [10].

EKG signal, ki ga zaznamo z merjenjem sprememb elektri¢nih potencialov na tele-
sni povrsini, je odraz aktivnosti delovanja srca in predstavlja s svojimi znac¢ilnimi
oblikami priblizno periodicen signal. Obliko signala oziroma njegove spremembe

BEKG je kratica za elektrokardiogram.
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Slika 2.16: Potek ene periode EKG signala e(t) z oznacenimi klini¢no pomembnimi tockami

je mogoce uspesno uporabiti v medicinski diagnostiki. Ugotavljanje vrednosti po-
sameznih parametrov, kot so na primer polozaj in velikosti lokalnih minimumov in
maksimumov (slika 2.16), je smiselno avtomatizirati in s tem razbremeniti zdra-
vstveno osebje rutinskih opravil. Za pravilno doloc¢itev parametrov pa je potreben
zanesljiv samodejni postopek, ki je v kvaziperiodi¢nem signalu, kot je EKG, spo-
soben razpoznati referené¢ne tocke.

Slika 2.17: Zmnozek EKG signala e(¢) in Haarove funkcije h;(t), ki je razli¢na
od ni¢ v predelu med ekstremoma R in S. Crtkano je oznacena RS spojnica.

Po obliki najbolj izrazit del v poteku signala EKG je predel, ki ga oznacujejo tocke
Q.R in S. Najbolj znacilni del tega dela pa je izrazita negativna spojnica RS. Ce
pravilno odkrijemo ta del v signalu, od tu dalje odkrijemo tocko R ter levo in
desno od tod druge znacilne ekstreme v signalu. Lastnost lokalne obcutljivosti
in lastnost koeficientov C; Haarovih funkcij, da se hitri lokalni padec amplitude
signala odraza v veliki pozitivni vrednosti koeficienta, so bile v tem primeru upo-
rabljene za izvedbo uspesnega postopka odkrivanja segmenta RS (slika 2.17).

Komentar

Zaradi podobnosti med Walshevimi in Haarovimi funkcijami velja, da lahko prvih
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2™ Walshevih temeljnih funkcij izrazimo z linearno kombinacijo Haarovih funkcij
in obratno. Priblizki, pridobljeni s prvimi 2" Walshevimi ali Haarovimi funkcijami,
se med seboj ne razlikujejo. Razlika pri uporabi obeh sistemov je v interpretaciji
pomena koeficientov C;, ki dolo¢ajo priblizek. PosploSitev nacina dolocanja Haa-
rovih temeljnih funkecij je v zadnjem ¢asu [11] privedla do definicije cele druzine
novih temeljnih funkcij, ki omogoc¢ajo poseben nacin ¢asovno—merilne predstavitve
signalov!*. Govorimo o tako imenovani valéni transformaciji'® .

2.4.3 Ortogonalni polinomi

Kot smo ze omenili v primeru 2.3, tvori zaporedje potenc
91 2

neskonc¢no zaporedje linearno neodvisnih temeljnih funkcij na vsakem konénem
casovnem intervalu
t1 <t <ta.

7Z razliénimi postopki'® lahko iz tega zaporedja pridobimo neskonéna polna zapo-
redja temeljnih funkcij, sestavljena iz linearnih kombinacij potenc — polinomov

Gn(t) = ant™ + ap_1t" - Fart +ag .

Polinomi so zvezne in poljubnokrat zvezno odvedljive funkcije. Priblizek, ki ga
bomo sestavili z linearno kombinacijo kon¢énega stevila polinomov, bo prav tako
polinom in zato poljubnokrat zvezno odvedljiva funkcija. Ker lahko vrednosti

potenc t" iterativno dolo¢amo'”,

" = t-t

stevilo potrebnih aritmeti¢nih operacij le linearno narasca v odvisnosti od stopnje
polinoma.

Primer ortogonalnih polinomov v prostoru signalov L%_l +1) SO Legendrovi poli-
nomi {L,(t)} [13], doloceni z
1 d* 5 "
L,(t) = Sl g ((t -1 ) . (2.49)
Pripadajoci koeficienti K, so
1
K, = T - (2.50)
n+ 2

14Za podrobnejso obrazlozitev ¢asovno-merilnih predstavitev glej na primer [12].

15 Anglesko Wawvelet Transform.

16Eden izmed moznih nacinov je uporaba postopka Gramma in Schmidta, ki smo ga podali v
razdelku 2.3.5.

17Tako ra¢unanje vrednosti polinomov imenujemo ra¢unanje z uporabo “Hornerjeve sheme”.
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Tako za prvih Sest Legendrovih polinomov dobimo:

LO(t) = 1 )
Ll(t) =t 9

3t2 -1
Ly(t) = 5 ,

5t3 — 3t
Ls(t) = —

35t* — 30t% + 3
Ly(t) = SR —

63t5 — 70t3 + 15t
Ls(t) = S )

Njihov potek je predstavljen na sliki 2.18.
Ln(t)

1+
Slika 2.18: Prvih 6 Legendrovih polinomov na intervalu (—1,1)

Vec razlicnih druzin zaporedij ortogonalnih polinomov lahko dobimo tako, da po-
splosimo definicijo skalarnega produkta med signali na

t2 .
@) = [ waiia. (251)
t1
kjer je w(t) na intervalu (¢, t3) pozitivna utezna funkcija:

w(t) >0 za th <t<tsg.

Utezna funkcija w(t) v tem primeru dolo¢a tudi vektorski prostor signalov, nad
katerimi je definiran skalarni produkt [13]. Tako na primer dobimo Jacobijeve,
Gegenbauerjeve, Chebysheve, Laguerreove in Hermitove polinome. Legendrovi po-
linomi so poseben primer takih polinomov, ko je

w(t)=1.
Za podrobnejsi opis glej na primer [14].
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2.4.4 Sinusne temeljne funkcije

Zaporedje sinusnih trigonometrijskih temeljnih funkcij
1, coswot, sinwgt, cos2wqt, sin 2wgt, cosdwot, sin 3wot, ... (2.52)
je polno zaporedje temeljnih funkcij (slika 2.19), ki je ortogonalno na vsakem

konénem ¢asovnem intervalu (¢1,t2) pri pogoju, da krozno frekvenco wg dolo¢imo
z

2w
kjer je
T=ty—1;.

Zaradi periodi¢nosti trigonometrijskih temeljnih funkcij, je pri dolo¢itvi podrocja
ortogonalnosti pomembna le Sirina ¢asovnega intervala T', na katerem dolo¢amo
priblizek.

¢0(t) =1

cos wot sin wot

1 14+
\ / T
' \/ i—‘ t ' \/ t
cos 2wot sin 2wot

1 1+

N /N /. AN
0 \/ \/ Tt \/ \/ t
cos 3wot sin 3wot

IWAWAWARS AWAWAR:
VAAVARVASEE IAVARVARVA

Slika 2.19: Prvih 7 ortogonalnih sinusnih temeljnih funkcij na intervalu (0, T")

o

o
o
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Koeficienti K; so za to zaporedje temeljnih funkcij enaki

p T, i=0 1)
i = 2.54
L, i>0.

Definicijo zgornjega zaporedja temeljnih funkcij lahko razsirimo tako, da pridobimo
polno zaporedje ortogonalnih kompleksnih funkeij {¢,(¢)}, kjer je

bn(t) = elneot —oco<n< oo, (2.55)
in

wo = = . (2.56)

K, = T. (2.57)

Ker je

eIt — cosnwot + 7 sin nwot ,

tudi zaporedje {¢,(t)} lahko razumemo kot zaporedje trigonometrijskih sinusnih
funkcij.

Sinusne trigonometrijske funkcije so zvezne in poljubnokrat zvezno odvedljive funk-
cije. Zato ima tudi priblizek, dolo¢en z linearno kombinacijo konénega Stevila takih
temeljnih funkcij, enake lastnosti. Se pomembnejsa od “lepe” analiti¢ne lastno-
sti priblizka je v tem primeru interpretacija fizikalnega ozadja tako sestavljenega
priblizka z(t). Priblizek, zapisan z

k- k-
z(t) = Z Cndn(t) = Z Ch(cos nwot + 7 sin nwot)
n=—kg n=—kg

lahko razumemo, kot da smo priblizek za signal x(t) predstavili s konéno vsoto si-
nusnih nihanj. Take predstavitve so za dolocanje specifi¢nih znacilnosti in lastnosti
signalov zelo pomembne. Z njimi se bomo podrobneje ukvarjali v naslednjih po-
glavjih.

2.4.5 Sprememba obmocja ortogonalnosti

Zaporedje temeljnih funkcij {¢;(¢)}, ki so ortogonalne na konénem ¢asovnem in-
tervalu ¢; < t < tg, lahko z linearno transformacijo neodvisne spremenljivke

t' =a(t —b) (2.58)
spremenimo v zaporedje temeljnih funkcij

{0i®)} = {oi(alt—1)}



2.4. Nekatera polna zaporedja temeljnih funkcij 51

ki je ortogonalno na drugem kon¢énem casovnem intervalu
ts <t <t,.

Pri tem je potrebno za vrednosti parametrov a in b izbrati

g=l2zh o (2.59)
ty —ts a
Izpeljava
ty tg -
(:(t), ¢5(1)) = t ¢i(t) ¢ (t)dt = t ¢i(a(t —b))¢;(alt —b))dt .

Uvedemo novo integracijsko spremenljivko

t'=a(t—0).
Ker je
ty — 1y ty —ts
ty—b) = te—to+t =t
ol ) tgfts( thy, o) N
ty—t ty — ts
alty—b) = Lty —ta+t2—2)=ty—t1 4+t =1y
ty — ts ty — b
in
dt’ = adt,
je
1 [t 0, i#J
oi(t), 95(1)) = ~ Gi(t)p; (t)dt' =
(9i(t), ¢5(t)) ol ()¢5 (t') L, ie

Kot vidimo, se ortogonalnost ohranja. Ce pa je a # 1, se spremenijo vrednosti
koeficientov K

K =-K;. (2.60)
a
Primer 2.6

Za signal z(t) = ¢ — 1 na intervalu —1 < ¢ < 2 dolo¢imo priblizek Z(t) s prvimi
tremi Haarovimi funkcijami v obliki

Z(t) = Cohg(t) + C1hi(t) + Cahy(t)

tako, da bo srednja kvadratna napaka med priblizkom in signalom najmanjsa.
Dolo¢imo tudi velikost srednje kvadratne napake in podajmo skico priblizka Z(t).

Resitev

Potek signala x(t) je podan na sliki 2.20. Haarove temeljne funkcije podane na
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Slika 2.20: Signal z(t)

sliki 2.14 na strani 44 so definirane na Casovnem intervalu (0, 1). Definicijsko
obmo¢je signala na katerem zelimo dolo¢iti priblizek pa je ¢asovni interval (—1,2).
V skladu z enacbami 2.59 dolo¢imo potek Haarovih funkcij, ki bodo ortogonalne

na tem intervalu
o ta—tp (1-0) 1

Tt 2-(-1) 3

b=t — L= 1 _0=_1
a

hi(t) = hia(t = b)) = hi(3(t + 1))

Ker je vrednost parametra a razlicna od 1, dolo¢imo po 2.60 tudi nove vrednosti
koeficientov K
1
K] =-K;, =3K;
a
/ / / 3
KO - Kl - 3, K2 - 5

Prve tri transformirane temeljne funkcije so podane na sliki 2.21. Izra¢unajmo
vrednosti koeficientov priblizka Z(t):

C —i/tgh’(t) (t)dt—l/Q 1(t—1)dﬁ——1
0= &y ), MOWTIE =g )

-1

o= L [ ety = /él(t—l)dt—i—/Q—l(t—l)dt _ 3
TR, PR E R ) , 1

1 [t 2/ (7% 3 3
= — hy(t)x(t)dt = = 1(t — 1)dt ~1(t—1)dt) = —=
G =3 [ Hatoet) S(f e +/_% (¢ 1)at) =3

Zdaj lahko tudi narisemo skico priblizka z(t) (Slika 2.22)

in izra¢unamo vrednost srednje kvadratne napake £2(t).
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. ho(t)
| | |
—1 0 2 t
10 ha(t)
 — — 7 1
| | 2 o
| o | b
-1 0 t -1 b0 2 t

Z(t)
1 T ...//
1 1 _._
P e |
| 0 2 t
T

Slika 2.22: Potek priblizka Z(t) na intervalu (—1,2)

....... 1 tg
2(t) = m(/t xQ(t)dt—(K{)Cg+K{Cf+K§C§)>
g s

s

= 13- (2.69) =012
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2.4.6 Razsiritev uporabe temeljnih funkcij na neomejene
casovne intervale

Izrazanje signalov s temeljnimi funkcijami lahko razsirimo na ¢asovno neomejene
intervale, tako da posplosimo definicijo skalarnega produkta kot v (2.51)

kjer je w(t) ustrezna utezna funkcija. Izbira [13]
w(t) =t7e"t, kjer je o> —1,
doloca vektorski prostor signalov

x(t) S LiJ(O,JrOO)

z lastnostjo
+oo
/ w(t)|z(t)|?dt < oo .
0

Ustrezno zaporedje ortogonalnih polinomov pri tako definiranem skalarnem pro-
duktu imenujemo Laguerrovi polinomi {L,(t)}, ki v tem prostoru tvorijo polno
ortogonalno zaporedje temeljnih funkcij.

Utezna funkcija [13]
w(t) = et

doloc¢a vektorski prostor signalov

x(t) € L?

w(—o00,+00)
z lastnostjo
+oo
/ w(t)|(t)Pdt < o .
—00
Pripadajoce zaporedje ortogonalnih polinomov pri tako definiranem skalarnem

produktu imenujemo Hermitovi polinomi {H,(t)}, ki v tem prostoru tvorijo polno
ortogonalno zaporedje temeljnih funkeij'®.

Iz ortogonalnih polinomov {p, (t)}, definiranih v vektorskih prostorih qu( a,)s PTi-
dobimo zaporedje temeljnih ortogonalnih funkcij {¢,(¢)} v vektorskem prostoru
L?a p) S transformacijo [13]

Yn(t) = Vw(t)pa(t) -
Tako na primer v prostoru L(2_ 00,-400) pridobimo polno zaporedje ortogonalnih
temeljnih funkcij {1, (¢)}, kjer je

18]zrazi za eksplicitno dolo¢anje Laguerrovih in Hermitovih polinomov in njihovi poteki so
podani v [14].



Literatura

[1]

JESRS)

G. Tomsi¢, N. Mramor Kosta, B. Orel : 1.4.1 Vektorski prostori, Matematika
II, Zalozba FE in FRI, Ljubljana, 2005, str. 59-60.

L. Gyergyek: Teorija signalov in obdelava signalov, ZAFER, 1991.

G. Tomsic, B. Orel, N. Mramor Kosta: 2.1.3 Monotona zaporedja, Matema-
tika I, Zalozba FE in FRI, Ljubljana, 2004, str. 43-44.

G. Tomsi¢, B. Orel, N. Mramor Kosta: 2.1.2 Konvergentna zaporedja, Mate-
matika I, Zalozba FE in FRI, Ljubljana, 2004, str. 35—42.

IN. Bronstejn in dr.: 7.2.4.1 Vsote nekaterih vrst s konstantnimi ¢leni, Ma-
tematicni prirocnik, Tehniska zalozba Slovenije, 1996, str. 298-299.

J. L. Walsh: A Closed Set of Normal Orthogonal Functions, American J.
Math., Vol. 55, 1923, str. 5-24.

N. A. Alexandridis, A. Klinger: Real-Time Walsh—-Hadamard Transforma-
tion, IEEE Transactions on Computers, marec, 1972, str. 288-292.

W. K. Pratt, J. Kane, H. C. Andrews: Hadamard Transform Image Coding,
Proceedings of the IEEFE, Vol. 57, §t. 1, januar 1969, str. 58—68.

A. Haar: Zur Theorie der ortogonalen Functionensysteme, Math. Annal. 69,
1910, str. 331-371.

L. Gyergyek, M. Vezjak, S. Ribari¢, K. Turkulin, N. Pavesi¢, V. Valenci¢: Pre-
gled dejavnosti skupine Fakultete za elektrotehniko v Ljubljani na podrocju
analize in razpoznavanja signalov EKG. FElektrotehniski vesnik, Vol. 45, §t. 5,
1978, str. 197-199.

A. Cohen, R. D. Ryan, Wawvelets and Multiscale Signal Processing, Cha-
pmané&Hall, London, 1995.

F. Auger in drugi: Time-frequency toolbox for use with MATLAB, Tutorial,
1997.

F. Krizani¢: Linearni diferencialni operatorji, Linearna algebra in linearna
analiza, Mladinska knjiga, 1969, str. 279-341.

M. Abramowitz, I. A. Stegun: Orthogonal Polynomials, Handbook of Mathe-
matical Functions, Dover Publications, INC., New York, 1970, str. 773-802.

95



3. Frekvencna predstavitev periodi¢nih
signalov

V prejsnjem poglavju smo govorili o izrazavi signalov s temeljnimi funkcijami na
konc¢nem ¢asovnem intervalu. Razsirimo nac¢in razmisljanja tako, da bi lahko izra-
zili s temeljnimi funkcijami tudi signale na celi ¢asovni osi. Ena izmed moznosti je,
da izrazavo posplosimo na periodi¢ne signale, to je na signale, ki za nek nenicelni
To in za vsak t izpolnjujejo zahtevo

f@)=ft+To) .

3.1 Izrazava periodi¢nih signalov s periodi¢nimi
temeljnimi funkcijami - Fourierova vrsta

Naj bo f(t) periodicen signal z osnovno periodo Tp. Izberimo trigonometrijsko
zaporedje kompleksnih temeljnih funkcij {(Z),,L(t)} iz razdelka 2.4.4,

¢n (t) = elnwot ;

in prilagodimo njihovo obmocje ortogonalnosti, tako da bodo ortogonalne na in-
tervalu dolzine osnovne periode Tj signala f(t).

Krozno frekvenco
2T

wo = — .
To

(3.1)

v tem primeru imenujemo tudi osnowvna frekvenca oziroma osnovna harmonska
frekvenca.

Tako dolo¢ene temeljne funkcije, s katerimi lahko izrazimo signal f(t) na intervalu
ene periode, so tudi periodi¢ne s periodo Tj:

(bn(ﬁ + TO) — eJero(t-‘rTo) — e]nwotejnTO To — e]nwoteJnQTr — ¢n(ﬁ) )

Ker so tako signal f(¢) kot tudi vse temeljne funkcije ¢, (t) periodi¢ni z enako
periodo, signala f(t) s tako izbranimi temeljnimi funkcijami ne izrazimo le na
obmocju ene periode, temvec¢ na celi ¢asovni osi.

56
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Splosne oznake za koeficiente C,,, ki smo jih pri izrazavi signalov uporabljali v
poglavju 2, zamenjajmo s F(n), kot je to obi¢ajno pri opisovanju periodi¢nih
signalov, in zapisimo izrazavo periodi¢nega signala z vsemi temeljnimi funkcijami:

_ +00 400 '
f(t) - Z Crnn (t) = Z F(n)e]nwot .
Vrsto
) = > F(n)elm! (3.2)

imenujemo Fourierova! vrsta oziroma bolj natan¢no kompleksna Fourierova vrsta
signala f(t). Vrednosti koeficientov F'(n) dolo¢imo po pravilu (2.37):

1 t1+To )
Fn) = = ft)e Imeotqt . (3.3)
To Ji,
Ker so tako signal f(¢) in temeljne funkcije e=7"“0! periodi¢ne funkcije s periodo
Tp, izbira spodnje meje ¢; integrala (3.3) ne vpliva na vrednost F(n) in je zato
poljubna.

3.1.1 Konvergenca Fourierove vrste

Ker smo pri izrazavi (3.2) upostevali vse funkcije iz polnega zaporedja temeljnih
funkcij, je vrednost srednje kvadratne napake take izrazave enaka 0. Tezave bi
lahko nastopile le v primeru, ko vrednosti koeficientov F'(n) ne bi mogli dolociti ali
¢e Fourierova vrsta ne bi bila konvergentna. Izkaze se, da je konvergenca Fourierove
vrste zagotovljena, ¢e periodiéni signal izpolnjuje naslednje Dirichletove pogoje?:

1. Signal f(¢) mora biti na intervalu ene periode absolutno integrabilen:

t1+To
/ FOldt= A < oo
t

1

2. Signal f(¢) sme imeti na intervalu ene periode kve¢jemu konéno stevilo ne-
zveznosti.

3. Signal f(t) sme imeti na intervalu ene periode kve¢jemu konéno stevilo lo-
kalnih minimumov in maksimumov.

! Baptist Joseph, Baron de Fourier (1768 — 1830) je bil francoski matematik, ki je v razpravi
“Theorie analytique de la chaleur” (Analiti¢na teorija o toploti), predstavljeni leta 1811 na Fran-
coski akademiji znanosti in objavljeni leta 1822, prvi uporabil zapis funkcije, izrazene z vrsto, ki
jo sestavljajo sinusna nihanja.

2Nemski matematik Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet je v svoji razpravi v Crelle’s
Journal leta 1828 prvi objavil temeljno kriti¢no razpravo o konvergenci Fourierovih vrst, o kateri
so pred tem pisali ze Poisson in Cauchy. Zato ga smatramo za ustanovitelja Teorije Fourierovih
vrst [1].
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m Za signal f(t), ki izpolnjuje zgornje pogoje®, velja, da je za vsak t vrednost
Fourierove vrste f(t) enaka srednji vrednosti leve in desne limite signala f(t)
(slika 3.1):

jo = L4210 (3.4)

Ce signal izpolnjuje drugi Dirichletov pogoj, to pomeni, da je f (t) odsekoma zvezna
funkcija in zato leva in desna limita vrednosti signala obstajata za vsak t.

ft(tO) 1 1 \/

f(to) + °
f(ti;/
0 to ¢

Slika 3.1: Vrednost Fourierove vrste ob asu to, kjer signal f(t) ni zvezna funkcija.

Kjer je signal f(t) zvezna funkcija, je [3]
fr)y=f£@t)

in zato PO + (1)
~ )+ f(t
Fty = 22 = ey

Za vse t, kjer je periodi¢ni signal f(t) zvezna funkcija, je vrednost Fourierove vrste

f(t) kar enaka vrednosti signala f(¢):

[y = ft). (3.5)

Komentar

Dirichletovi pogoji so zadostni za konvergenco Fourierove vrste. Neizpolnjevanje
prvega pogoja ima lahko za posledico, da vrednosti koeficientov F(n) ne bodo
omejene. Kaksni pa bi bili matemati¢ni modeli signalov, ki ne bi izpolnjevali
drugega ali tretjega pogoja?

Vzemimo, da signal f(¢) ne bi izpolnjeval drugega pogoja. V tem primeru bi
imel signal f(t) na obmocju ene periode neomejeno stevilo nezveznosti. Oznaéimo
casovne trenutke, kjer signal ni zvezen, s t;. Mnozica {t;} tvori omejeno neskonéno
zaporedje, saj je

t1 St <ty + T za vsak 7 .

Eden izmed osnovnih izrekov matemati¢ne analize ugotavlja, da ima vsako omejeno
neskoncno zaporedje vsaj eno stekalisce [4]. Torej imajo v tem primeru nezveznosti

3Dokaz lahko bralec najde v [2].
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signala f(t) vsaj eno stekalis¢e. Enako razmisljanje bi lahko uporabili za tretji
Dirichletov pogoj.

Za signale, katerih nezveznosti ali minimumi in maksimumi se v poljubno ozki
okolici nekaterih ¢asovnih trenutkov (stekalis¢) pojavljajo v neomejenem stevilu,
ne moremo zagotoviti izrazave s trigonometrijskimi temeljnimi funkcijami.

Dirichletovi pogoji nas pri zapisu signalov s Fourierovo vrsto posebej ne omejujejo,
saj nam zagotavljajo konvergenco vrste za obsezno mnozico periodi¢nih signalov.
Realno fizikalnih signalov, ki bi jih zeleli opisovati z matemati¢nimi modeli pe-
riodi¢nih funkcij, in ne izpolnjujejo drugega in tretjega Dirichletovega pogoja,
prakti¢no ni.

3.1.2 Fourierova vrsta realnih periodi¢nih signalov

Dirichletovi pogoji in vsa prejsnja izvajanja veljajo v splosnem za kompleksne
periodicne signale. V tem razdelku se omejimo le na realne periodi¢ne signale

flt) eR.
Dolo¢imo vrednost F'(n):
1 t1+To 1 t1+To
F(n = te—dnwotdt = _/ t)e—inwot ¢
W=z =
1 t1+To )
= — ft)el™otdt = F(—n) .
To J¢,

Dobljena zveza
F(-n) = F(n) (3.6)

omogoca, da vrednosti koeficientov pri negativnih vrednostih indeksa n izrazimo z
vrednostmi koeficientov pri pozitivnih n. Izraz za Fourierovo vrsto (3.2) razsirimo
z

eIt — cosnwot + j sin nwot

in upostevajmo (3.6). Ker je cos nwyt soda, sin nwot pa liha funkcija n-ja, dobimo:

—+o0 —+o0
i) = Z F(n)elm«ot = Z (F(n) cos nwot + jF(n) sin nwot)

F(0)+ i ((F(n) + W) cos nwot + J (F(n) - W) sin nwot) .
Izraza (F(n) + W) inj (F(n) - W) sta realna. Oznacimo

an = (F(n) + F(n)) eR, by=j (F(n) - W) cR (3.7)
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in dobimo
a :
@) = 5 + 3:1 (an cos nwot + by, sin nwot) . (3.8)

Izraz (3.8) imenujemo realna Fourierova vrsta*. Za realne signale torej lahko
Fourierovo vrsto izrazimo tako, da jo sestavljajo samo realni ¢leni. Poleg tega se
pri seStevanju omejimo le na nenegativne vrednosti indeksa n.

Do enakega zapisa bi prisli tudi, ¢e bi realni periodi¢ni signal f(¢) izrazili direktno
z zaporedjem realnih trigonometrijskih funkcij®

{1, coswot, sinwpt, cos2wpt, sin 2wot, cos3wot, ... } ,

ki za realne signale prav tako tvorijo polno zaporedje ortogonalnih temeljnih funk-
cij. Po (2.37) dobimo:

2 t1+To 2 t14+To

an = — f(t) cosnwetdt , b, = —
TO t1 () 0 TO t1

£ () sin nwot dt . (3.9)

Iz vrednosti koeficientov a,, in b,, lahko prav tako pridobimo vrednosti koeficientov
F(n) kompleksne Fourierove vrste

Fn) = I (3.10)

Ker so vrednosti a,, in b, dolo¢ene le za nenegativne n, vrednosti F'(n) za negativne
n dolo¢imo iz (3.6)

F(n) = F(—n) n<0.

Zapisa kompleksne in realne Fourierove vrste sta ekvivalentna. Izkaze pa se, da je
za predstavitev frekvenénih lastnosti periodi¢nega signala f(¢) primernejsi zapis
s kompleksno Fourierovo vrsto. Ker je s kompleksno Fourierovo vrsto mogoce
izraziti tudi ve¢ino kompleksnih periodi¢nih signalov®, je tak zapis tudi splognejsi.

3.1.3 Kompleksni spekter periodicnih signalov

Kompleksno Fourierovo vrsto lahko razumemo kot zapis poljubnega’ periodi¢nega
signala s kompleksnimi trigonometrijskimi funkcijami ¢, (t), kjer je

bn(t) = ™00 = cosnwgt + j sin nwot .

S fizikalnega staliséa lahko funkcijo ¢, (t) interpretiramo kot matematiéni model
kompleksnega sinusnega nihanja s frekvenco nwg. Sinusno nihanje predstavlja
osnovni model nihanja, ki ga zasledimo v naravi. Z njim lahko na primer opisemo
nihanje matematicnega nihala ali nihanje, ki ga dosezemo z elektri¢nim vezjem
nihagnega kroga.

4V taki obliki je vrsto zapisal B. J. Fourier.

5Qlej razdelek 2.4.4.

6Na primer taksnih, ki zados¢ajo Dirichletovim pogojem.

"Takega, da je zanj Fourierova vrsta konvergentna. Glej razdelek 3.1.1.
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m Zapis periodi¢nega signala s Fourierovo vrsto torej lahko razumemo kot zapis
oziroma predstavitev signala z neskon¢no vsoto sinusnih nihanj s frekvencami
nwo. Govorimo o frekvenéni oziroma spektralni predstavitvi periodi¢nega
signala.

V koliksni meri je posamezno sinusno nihanje s frekvenco nwy zastopano v signalu
f(¢), je odvisno prav od vrednosti koeficienta F'(n), s katerim sinusno nihanje ¢, (¢)
v izrazu za Fourierovo vrsto pomnozimo. Z vrednostmi koeficientov F(n) je torej
frekvenéna predstavitev periodi¢nega signala f(t) natanko dolo¢ena. Postopek
je reverzibilen — iz vrednosti F'(n) lahko pridobimo potek periodiénega signala
v odvisnosti od ¢asa t. Ekvavilentnost med ¢asovno in frekvenéno (spektralno)
predstavitvijo, ki je utemeljena s Fourierovo vrsto, velikokrat zapisemo kot

F(t) «— F(n) .

m Koeficiente F'(n) imenujemo kompleksni spekter periodiénega signala f(t).

Indeks n nam pri tem pove, za katero frekvenco w = nwy sinusnega nihanja ¢,,(t)
gre.

Spekter F'(n) imenujemo kompleksni, ker so njegove vrednosti zaradi (3.3) v splo-
Snem kompleksne. Kompleksni spekter lahko z realnimi spektri predstavimo v
kartezi¢ni ali polarni obliki.

Kartezicni zapis:

F(n) =C(n)+jD(n) .

Pri tem sta spektra C(n) in D(n) realni funkciji indeksa n, kjer

C(n) imenujemo realni spekter,
D(n) pa imaginarni spekter signala f(t).

Polarni zapis:

F(n) = |F(n)]e?®™)

Pri tem sta spektra |F(n)| in ©(n) realni funkciji indeksa n, kjer

|F(n)| imenujemo amplitudni spekter,
O(n) pa fazni spekter signala f(t).

Vrednost kompleksnega spektra F'(n) je kompleksno stevilo in jo lahko predstavimo
kot tocko v kompleksni ravnini C (glej sliko 3.2). Lego tocke lahko podamo s
pripadajo¢ima odsekoma na realni in imaginarni osi, to je s C'(n) in D(n), ali pa z
njeno oddaljenostjo od izhodis¢a | F'(n)| in faznim kotom ©(n). Fazni kot ©(n) pri
tem definiramo kot két med pozitivno realno osjo in zveznico med koordinatnim
izhodiséem in tocko F'(n). S kartezi¢nega zapisa lahko vedno preidemo v polarni
zapis in obratno kot je to podano v naslednjih zvezah:
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|F(n)] = +v/C(n)2+ D(n)2=+1\/F(n)-F(n), (3.11)

rc D(n) n
O(n) = atg0007 e (3.12)
iﬂ—l—arctg% , C(n)<0.

C(n) = |F(n)|-cosO(n),
D(n) = |F(n)|-sinO(n).

Slika 3.2: Dolocitev lege F(n) v kompleksni ravnini C

Spekter F(n) najveckrat dolo¢imo v karteziéni obliki s spektroma C'(n) in D(n).
S stalisca interpretacije frekvenénih lastnosti signalov pa je pomembnejsa predsta-
vitev v polarni obliki. To je s spektroma |F'(n)| in @(n).

Amplitudni spekter |F(n)| tako podaja amplitudo sinusnega nihanja e/™*! pri
frekvenci nwo, ki je vsebovano v signalu f(t), fazni spekter @(n) pa njegov fazni
zamik (slika 3.3).

Re(F(n)ein«ot)

Slika 3.3: Realni del sinusnega nihanja s frekvenco nwo, amplitudo |F'(n)| in fazo ©(n)
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3.1.4 Spektri realnih periodi¢nih signalov

Zopet vzemimo, da je periodi¢ni signal f(t) realen:
f(t)eR.

Realne periodicne signale, ki izpolnjujejo Dirichletove pogoje, lahko izrazimo tudi
z realno Fourierovo vrsto, tako da po (3.9) dolo¢imo koeficiente a, in b,. Ker
so vrednosti a, in b, ter F(n) ene z drugimi natanko dolocene, lahko z uporabo
relacije (3.10) vrednosti amplitudnega |F'(n)| in faznega spektra ©(n) zan = 0
dolo¢imo tudi iz vrednosti a,, in b,,:

1
|F(n)] = +zva2+0b2, (3.13)

2
by,
—arctg—, an >0
Gnp
O(n) = , (3.14)
+7 —arctg — , a, <O0.
an

Iz razsirjenega zapisa izraza (3.3)

1 t1+To t1+To
F(n)= T / f(t) cos nwotdt — j? £ () sin nwotdt

t1 0 t1
sledi, da je
1 t1+To
Cn) = — f(t) cos nwotdt , (3.15)
To Je,
1 t1+To
D(n) = —=— f(¢t) sin nwotdt . (3.16)
To Jy,

Ker za realne periodic¢ne signale f(t) velja zveza (3.6)
F(_n) = F(n) )
kar lahko v razs§irjeni obliki zapisemo kot
C(—n) +jD(—n) = C(n) — jD(n) ,

to pomeni, da je realni spekter C(n) soda funkcija, imaginarni spekter D(n) pa
liha funkcija frekvence nwy:

C(n) = C(—n), (3.17)

D(n) = —D(—n). (3.18)
Iz zvez (3.11) in (3.12) izpeljemo, da je amplitudni spekter |F(n)| soda funkcija,
fazni spekter ©(n) pa liha funkcija frekvence nwp:

[F(n)] = [F(=n)|, (3.19)

O(n) =—-6(—n). (3.20)
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m Simetrije (3.17), (3.18), (3.19) in (3.20) povedo, da je spektralna predstavitev
realnih periodi¢nih signalov s svojim potekom za nenegativne frekvence po-
vsem dolocena. Spektralna vsebina signala pri negativnih frekvencah je le
zrcalna slika dogajanja na pozitivnem delu frekvenéne osi.

Naj bo realni periodiéni signal f(t) tudi soda funkcija:

Produkt f(t) - sinnwpt je tedaj liha funkcija in zaradi

+3
/ f(t)sinnwotdt =0
0y

2

sledi D(n) = 0. V tem primeru velja:

F(n) = C(n) eR, (3.21)
F(n) = F(-n).

by = 0. (3.22)

V tem primeru je produkt f(t) - cosnwot liha funkcija in zaradi

+3
. f(t) cosnwot dt =0
0

2
sledi C(n) = 0. Tedaj velja:
F(n) = jD(n)el, (3.23)
F(n) = —F(-n).
Za koeficiente realne Fourierove vrste sledi
a, = 0. (3.24)

Primer 3.1
Spodaj podani realni periodiéni signal f(t) (slika 3.4) izrazimo z realno Fourierovo
vrsto.

E , —
f@) = 0 , +
fE+nTo)=f(),neZ, drugod
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f@)
E

0o To—3 To+3% t

[N

Slika 3.4: Periodi¢ni signal f(t)

V posebnem primeru, ko je Ty = 2b, dolo¢imo tudi vrednost Fourierove vrste pri
t= %, kjer signal f(t) ni zvezna funkcija.

Resitev
Realna Fourierova vrsta (3.8) je dolo¢ena z vrednostmi koeficientov a,, in b,,.

Signal f(t) je soda funkcija®:
ft)=f(=1).
Zaradi tega so po (3.22) vsi koeficienti

b, =0.

Dolo¢iti je potrebno le vrednosti koeficientov a,. Ce za spodnjo mejo integrala
izberemo t; = —2, po (3.9) dobimo

+3

9 [To—3 2
n = = f(t) cosnwot dt = — / E cos nwyt dt
TO 7% TO 7%
2K sinnwotr% _4FE sin"wT"b
C To onwo -5 Ty nwo
2Eb sin 2400
= T, nwob (3.25)

2

Iz (3.25) za n = 0 dobimo

. 2Eb sin %‘“b 2Eb . sin %‘“b 2Eb
apg = lim —— b = T M = e
n—0 Ty Res? Ty n—0 feod To

Realna Fourierova vrsta signala f(t) je zato

00 e e} s nwob
~ ap Eb  2FEb sin #4502
t) = — + E an,cosnwolt = — 4+ —— ——— cosnwot ,
f( ) 2 — n T() TO —~ mgob

8f(t) je v resnici “skoraj” soda. V tockah, kjer ni zvezna, pravilo sodosti ni izpolnjeno. Ker
sta na obmoc¢ju ene periode le dve nezveznosti, to ne vpliva na vrednosti koeficientov Fourierove
vrste.
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kjer je
21
wo = — .
0 T
Vzemimo, da je Ty = 2b. Tedaj velja:
T
wWo = 3 )
sin ¢ .
ap = E poy m
2
~ E >, sin &°
f@) = EJrEZ m2 cosn%t.
n=1 2
Zat = % dobimo:
~ E 2E N1
(& = 5—1—7 Esin%cos%.

n=1
Ker je vrednost vseh produktov
nm

n
sin X . cos X =0 zavsakn,
2 2
je
A
f(3) =

Pri casu t = % signal f(t) ni zvezen (slika 3.5). Kot izhaja iz Dirichletovih pogo-
jev?, Fourierova vrsta v takih primerih konvergira k srednji vrednosti leve in desne
limite signala ob ¢asu nezveznosti (3.4)

~ B
5

t

3

o

Slika 3.5: Del periodi¢nega signala f(t), kjer pri t = % signal ni zvezna funkcija,

in oznacena vrednost Fourierove vrste f (%)

() = o,

) = E in
- E+0 E
3 = =3

9Glej razdelek 3.1.1.
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Primer 3.2
Za periodi¢ni signal f(t) iz prejsnjega primera 3.1 dolo¢imo njegov kompleksni,
amplitudni in fazni spekter v posebnem primeru, ko je

To=2b.
Skicirajmo tudi njihov potek.

Resitev
V prej$njem primeru smo za signal f(¢) dolo¢ili koeficiente realne Fourierove vrste
ay in by,:

sin”—;
ap = E —— , b, =0.
2

Za realne periodi¢ne signale velja zveza (3.10) in zato zan = 0

3 nm
an _ E SIHT

F = = —
Ker je za realne signale po (3.17)
C(=n) =C(n),
za vse n velja
E
(- = n=2k-1
F(n) E sin & E m
n)=— p = - —
2 = 2 , =0
0 L n=2k, k#0

Amplitudni spekter |F(n)]| je kar

E
—, n=2k—-1
E |sin &2F il
F = = — 2 = E
[Em)]=1Cn)] =5 e 2 n=0
2
0, n=2k, k#0.

Ker je imaginarni del spektra D(n) = 0, je po (3.12) fazni spekter v odvisnosti od
predznaka C(n) enak

0, sin & > 0
n: .
T, sin % < 0
o(n) = 2
-7, sin & > 0
n<0 |
0, sin 22X < 0.

2

Fazna kota m in —m ob enaki vrednosti amplitude dolocata isto vrednost kom-
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g(‘ﬁ)ZC(n)
2
% o o T T 0 S0 ? .
° A —wo 0 wo 2wo A 6w ° w
F
%Ol (n)]

—Wwo 0 wo 20.)0 3w0 60.)0 w
O(n)
T 4
—wo 0 wo 2(4)0 30J0 60.)0 w
—T

Slika 3.6: Kompleksni spekter F'(n), amplitudni spekter |F(n)| in fazni spekter
©(n) signala f(t)

pleksnega §tevila. Predznak smo pri od ni¢ razliécnih vrednostih faznega spektra
za negativne frekvence spremenili zato, da smo formalno zagotovili (3.20), da je
O(n) liha funkcija. Slika 3.6 prikazuje zgoraj dolo¢ene spektre.

Komentar
Vrednosti spektrov so dolocene le za posamezne frekvence w, ki so enake celemu
mnogokratniku osnovne frekvence wy:

w = nwo -

m Pravimo, da so spektri periodi¢nih signalov diskretni oziroma — glede na
njihovo grafi¢no predstavitev — értasti (slika 3.6).
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4. Korelacija in konvolucija periodi¢nih
signalov

4.1 Korelacija periodi¢nih signalov

Korelacija ¢;;(7) periodi¢nih signalov f;(¢) in f;(t) z enako periodo Ty je dolo¢ena
7 izrazom

ti+To
eot) =g [ F@su+m L. (4.1

Ce sta periodi¢na signala f;(t) in f;(t) mo¢nostna, ¢;;(7) obstaja za vsak realen
casovni zamik 7 in jo prav tako lahko opredelimo kot signal.

Izkaze se, da je zaradi posebnih lastnosti, ko je

fit) = ;@) ,
smiselno lo¢evati med dvema moznostimas:
m Ce je fi(t) # f;(t), korelacijo ¢;;(7) imenujemo krizna korelacija,

m Ce pa je fi(t) = f;(t), korelacijo ¢;;(7) imenujemo avtokorelacija.

4.1.1 Lastnosti korelacije
4.1.1.1 Zapis s skalarnim produktom

Vsi mocnostni periodi¢éni signali z enako periodo tvorijo vektorski prostor, saj je
vsota dveh takih signalov zopet periodi¢ni signal z enako periodo in je produkt
mocnostnega periodi¢nega signala s skalarjem (kompleksno ali realno konstanto)
tudi moc¢nostni periodi¢ni signal. Podobno, kot smo o tem ze govorili v 2. poglavju,
tudi za ta vektorski prostor velja, da lahko v njem definiramo skalarni produkt:

1 t1+To

T . x(t) - y(t) dt . (4.2)

(@(t), y(1))

70
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Iz zveze (4.2) in definicije korelacije (4.1) sledi, da lahko korelacijo periodi¢nih
signalov predstavimo tudi kot skalarni produkt:

wij (1) = (fit +7), fi(¥)) - (4.3)

4.1.1.2 Neodvisnost od izbire spodnje meje t;

Korelacija je neodvisna od izbire spodnje meje t;:

1 ti+To 1 to+To

oo =g [ Taseena= [T a1
0 Jt; 0 Jto

Izpeljava

V izrazu za izracun korelacije (4.1) pisimo to = t1+ At in korelacijo zapisimo kot

vsoto integralov:

1 ta+To 1 t1+at+To
— fi) fit+r)dt = — fi@®)fi(t+7)dt
TO ta TO t1+ At
1 t14+To 1 t1+at+To
= fi@) fi@+7)dt + — fi@) fit+r)dt = L + 1.
To t1 4ot To t1+To

V integralu I vpeljimo novo integracijsko spremenljivko ¢’ = t—Tj in upostevajmo,
da sta signala f;(t) in f;(¢) periodiéna s periodo Tp

] htot ] htot
L = = filt +To) f(t' + To +7)dt’ = —/ Li@)fi(¢ +7)at’.
TO t1 TO t1
Vsota integralov I1 + I je zato
1 t14 At 1 t1+To
L+ = L+L=— Lit) fi(t+71)dt + — fi@) fi(t+71)dt
TO t1 0 t14+ At

1 t1+To

= = fi@)fi(t+7)dt = (7).
0 Jt,

4.1.1.3 Periodi¢nost

Korelacija je periodi¢en signal s periodo Tj:

QDZ']' (T —+ T()) = Cpij (T) . (45)
Izpeljava
Izhajajmo iz (4.1) in upostevajmo, da je signal f;(t) periodicen s periodo Tp

1 t1+To
wi(T1+Ty) = T [i) fi(t+ 71+ To)dt
t1
1 t1+To
= 7 fi@) fit +7)dt = pi5(7) .
0 Jt,

Komentar
Ker ima korelacija enako periodo, kot jo imata signala f;(¢) in f;(t), je korelacija
preslikava vektorskega prostora signalov z enako periodo samega vase.
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4.1.1.4 Antisimetri¢nost

Za korelacijo velja lastnost antisimetri¢nosi:

wii(t) = pi(=1). (4.6)

Izpeljava
Zopet izhajajmo iz (4.1) in za par signalov f;(¢) in f;(¢) vpeljimo novo spremen-
ljivko t/ =t + 7:

1 t1+To 1 t1+7+To

T fi@) fi(t+1)dt = i@ —7)f;(¢")dt" .
0 Jt,

©ji(T) ).

Ce upostevamo lastnost (4.4) in dvakrat konjugiramo vrednost integranda, dobimo

1 t1+7+To 1 ti»+To —
wji(T) = T [ —7)fi(t")dt" = T i) fi(t" —7)at’
0 Jty+7 0Jt,
1 t1+To
= ol [it) (¢ = 7)dt" = pij(=7) .
Komentar

Iz (4.6) je razvidno, da je krizna korelacija ¢;;(7) le zrcalna slika korelacije ¢;;(7),
kjer se njen realni del prezrcali preko ordinatne osi, imaginarni del pa skozi ko-
ordinatno izhodisce. Pri uporabi korelacije pri obdelavi signalov zato zadosca, da
dolo¢imo le eno izmed njiju.

Ce sta signala f;(t) in f;j(t) realna, je tudi njuna korelacija ¢;;(7) realna. V tem
primeru se lastnost antisimetri¢nosti poenostavi v

(1) = @ij(=T) .

4.1.1.5 Frekvenéna predstavitev

Kompleksni spekter korelacije:

pij (1) = ¢i(n) = Fi(n) - Fj(n) (4.7)

Izpeljava

Ker je korelacija ¢;;(7) periodic¢en signal, je smiselno postaviti vprasanje, ali jo
lahko izrazimo s Fourierovo vrsto in ali lahko izvedemo zvezo med kompleksnima
spektroma F;(n) in F;(n) signalov f;(t) in f;(¢) ter kompleksnim spektrom ¢;;(n)
njune korelacije ¢;;(7)?

Privzemimo, da sta signala f;(¢) in f;(¢) taka periodi¢na signala, da zadoscata
Dirichletovim pogojem! in ju zato lahko izrazimo s Fourierovo vrsto. Zapisimo

1Glej razdelek 3.1.1 o konvergenci Fourierove vrste.
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izraz za korelacijo (4.1), upostevajmo zgornjo predpostavko ter zamenjajmo vrstni
red integriranja in seStevanja:

1 t1+To 1 t1+To +o00 4
eii (1) = T fi(t)fj(tJrT)dt:?o/ fi0) Y F(m)em et d
t1 t n=—oo
+oo ) 1 t14+To )
= Y Bwerers [ e atar.
n=—oo TO t1
Ker je
1 t1+To ) . 1 t1+To
— fi(t)e?meotdt = —/ fi(t)e—inwotdt = F;(n),
0 A0 )
je
+oo )
i (1) = Y Fi(n)Fj(n)e™ . (4.8)
n=-—oo

V primeru, ko je mozno dolo¢iti kompleksni spekter korelacije ¢;;(n) in je Fourier-
ova vrsta za ¢;;(7) konvergentna, lahko zapisemo

+o0 _
Pu(r) = Y dy(n)el"r. (4.9)
Ali lahko iz primerjave izrazov (4.8) in (4.9) sklepamo, da je
¢ij(n) = Fi(n) - Fj(n) ?

Ker sta izraza (4.8) in (4.9) za ¢;;(7) predstavljena z vrsto, je, kot to sledi iz
lastnosti seStevanja, povsem mogoce, da se pri enaki vsoti vrste, ¢leni vrste ne
ujemajo.

Po definiciji (3.3) dolo¢imo kompleksni spekter ¢;;(n), tako da pri tem upostevamo
veljavnost izraza (4.8) in zamenjajmo vrstni red se§tevanja in integriranja:

1 t1+To )
¢ij(n) = = pij (T)e "0 Tdr

- = N F(m)Fj(m)e™=ome im0 dr

m=—0o0

. 1 t1+To )
= ZFi(m)Fj(m)?O / @IMWOT g TINWOT (1 (4.10)
t1

Oznac¢imo

b (7) = Im07
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in dobimo

1 t1+To 1 t1+To

— eImWOT gm0 g = O (T) P (T)dT |
). ). (7)¢n(7)

kar lahko po (2.12) izrazimo s skalarnim produktom:

1 t1+To

) . 1
— eIMOTeTINOTdr = — (D (T), On(T)) . 4.11
7 7 (6 ().00(7) (4.11)
V razdelku 2.4.4 smo navedli, da temeljne funkcije oblike ¢, (7) = €/™“°7 tvorijo
poln ortogonalen sistem temeljnih funkcij, zato je

0, n#m
<¢)m(7_)7¢n(7_)> = { 7 (412)

To, n=m.

Iz zapisa (4.11) in ob upostevanju lastnosti ortogonalnosti (4.12) lahko izraz (4.10)
nadalje zapiSemo kot

+oo
65 = 3 FlmFym) 7 (6n(r). 60(r)) = BTy = RFn)

m=—0o0

S tem smo lastnost (4.7) dokazali!

Komentar
Ker je po (4.7)

¢ij(n) = Fi(n)F;(n) ,
od tod lahko tudi zaklju¢imo, da v primeru, ko lahko periodi¢na signala f;(¢) in

fj(t) zapisemo s Fourierovo vrsto, lahko s Fourierovo vrsto zapiSemo tudi njuno
korelacijo ¢;;(7).

4.1.1.6 Zveznost

Korelacija ¢;;(7) je zvezna funkcija, ¢e sta le mo¢nostna periodi¢na signala f;(t)
in f;(t) omejeni in vsaj odsekoma zvezni funkeiji.

Utemeljitev
Zveznost korelacijske funkcije je pogojena z njeno definicijo kot dolo¢enim integra-
lom integranda, ki je omejena in odsekoma zvezna funkcija.

Posledica
V primeru, ko sta periodi¢na signala f;(t) in f;(¢) omejeni in vsaj odsekoma zvezni
funkciji, je zaradi (3.5) Fourierova vrsta njune korelacije povsod enaka korelaciji:

SE;J(T) = ©ij (1) za vsak T .
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4.1.2 Avtokorelacija

Avtokorelacija ¢;;(7) je korelacija periodiénega signala f;(t) s samim seboj:

t1+To
pii(T) = Tio /t fi®) fi(t+ 7)dt . (4.13)

Ugotovimo njene lastnosti!

4.1.2.1 Neodvisnost od izbire spodnje meje ¢;
1 t14+To ta+To
TO t1 TO to

Izpeljava
To je splosna lastnost korelacije periodi¢nih signalov (4.4) in zato veljavna tudi za
avtokorelacijo.

4.1.2.2 Hermitova simetrija
@i (T) = pii(—T) (4.15)

Izpeljava

Lastnost direktno sledi iz lastnosti antisimetri¢nosti (4.6), kjer namesto f;(t)
pisemo f;(t).

Posledice

Ce je signal f;(t) realen, potem je tudi avtokorelacija ¢;;(7) realna in velja

pii(—7) = pi(T) . (4.16)
V tem primeru je torej avtokorelacija soda funkcija.
Komentar
Lastnost Hermitove simetrije dejansko pomeni, da je potek avtokorelacije povsem
dolocen z njenimi vrednostmi na pozitivni (ali negativni) strani ¢asovne osi. Ker je

avtokorelacija periodi¢nega signala periodicen signal (4.17), je dejansko ze povsem
dolocena s svojimi vrednostmi na poloviénem intervalu periode?, to je za

Th
0sS7<—.

4.1.2.3 Periodi¢nost

vii(1T +To) = pii(T) (4.17)

Izpeljava
Lastnost periodi¢nosti je splosna lastnost korelacije periodi¢nih signalov (4.5) in
zato velja tudi za avtokorelacijo.

2Glej primer 4.2.
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4.1.2.4 Povpre¢na mo¢ signala f;(¢)

©ii(0) = Py, (4.18)
Izpeljava

Vstavimo 7 = 0 v izraz, ki dolo¢a avtokorelacijo:

ti+To t1+To
pil0) = / ROty = - / Fi(0)2dt = Py,

Vrednost avtokorelacije pri 7 = 0 je enaka povpreéni moci signala f;(t).

4.1.2.5 Frekvenéna predstavitev ¢;;(7)

pii(T) = du(n) = |F;(n)|” (4.19)

Izpeljava
Lastnost sledi neposredno iz splosne lastnosti korelacije (4.7)

¢ij(n) = Fi(n)F;(n) ,
kjer namesto Fj(n) pisemo F;(n).

Posledice
Zaradi lastnosti ¢;;(n) = |F;(n)|? je kompleksni spekter ¢;;(n) realen in nenegati-
ven. Zato velja:

lpii(n)] = ii(n),
QW(n) = 0.

m Avtokorelacija ¢;;(7) je periodicen signal s faznim spektrom, ki je enak 0.

m Avtokorelacija ¢;;(7) je dolocena le z amplitudnim spektrom | F;(n)| signala
fi(t) in je zato neodvisna od poteka njegovega faznega spektra ©;(n):

—+o0 —+oo
Balr)= 3 da(me™ = 37 |Fn)Pem.

Komentar:

To lastnost lahko s pridom uporabimo takrat, ko zelimo iz signala f;(t) izlo¢iti
vpliv, ki ga ima na potek signala njegov fazni spekter. Hkrati pa neodvisnost
avtokorelacije od faznega spektra izvornega signala pomeni tudi, da preslikava

fi(t) — wii(T)

ni povratno—enolicna. Oziroma, da vsi periodi¢ni signali z enako periodo, ki se
ujemajo v amplitudnem spektru, dolocajo enako avtokorelacijsko funkcijo.
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Poseben primer te lastnosti sta periodi¢na signala v relaciji

fi(t) = fi(t = to) .

Dolo¢imo zvezo med njunima kompleksnima spektroma, tako da uvedemo novo
integracijsko spremenljivko t' = ¢ — tg:

1 t1+To 1 t1+To—to
Fy(n) /
t

_ (F— ) e Iwot gy — — (' —jnwo (' +to) g4/
T J,. fi( 0)e To fi(t")e

1—to

) 1 t1+To ) , )
— e*jnwgtg_/ fi(t/)efjnwot dt/ — 67]nw0toﬂ(n) .
To Jyy

Ugotovili smo, da velja
Fj(n) = e molofy(n). (4.20)
Ce dolo¢imo e oba amplitudna spektra, dobimo

[Fj(n)] = le7/"0Fi(n)] = [e7"0 | |Fy(n)] = [Fi(n)] . (4.21)

m Ce periodi¢ni signal le premaknemo po Casovni osi, se njegov amplitudni
spekter ne spremeni.

Ker sta amplitudna spektra signalov f;(¢) in f;(t) enaka, velja tudi
@i (1) = @ii(T) .

Naj bo periodi¢ni signal f;(t) realen. V tem primeru velja (3.19)
|Fi(n)| = |Fi(=n)|

in zato

dii(—n) = diu(n) . (4.22)

Zapis Fourierove vrste avtokorelacije ¢;;(7) lahko v tem primeru zaradi simetrij
spektra in funkcij sinus in kosinus skréimo:

+oo
Galr) = Y dulm)eme

= ¢u(0) + Z (((Z)zl(n) + ¢i(n)) cosnwoT + j (@i (n) — ¢ii(n)) sin nwor)
= ¢iu(0)+2 Z ¢ii(n) cos nw,T . (4.23)

Ker lahko za realne periodi¢ne signale dolo¢imo koeficiente realne Fourierove vrste
Ain 10 by (3.9), iz zveze (3.13)

1/
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n (4.19) sledi

aj + %
¢ii (n) = ZT . (424)

Z uporabo te zveze lahko zapisemo Fourierovo vrsto avtokorelacije ¢;;(7) s koefi-
cienti realne Fourierove vrste:

. I
vu(r) = % §;a +b2,) cos nw,T . (4.25)

4.1.2.6 Parsevalova enacba

Zapisimo ¢;;(7) s Fourierovo vrsto

(pu § ¢m eJ o™

n=—oo

in poglejmo, kaj dobimo, ko je 7 = 0:

+oo
©ii(0) = Z dii(n) . (4.26)

n=—oo

Kot sledi iz (4.18), vrednost ¢;;(0) predstavlja ravno povpreéno mo¢ Py, signala
fi).
m Izraz (4.26) imenujemo Parsevalova enacba za periodi¢ne signale.

Od tu razberemo fizikalni pomen kompleksnega spektra avtokorelacije. Zaradi
nenegativnosti spektra ¢;;(n) in ker je vsota njihovih vrednosti preko vseh mno-
gokratnikov osnovne harmonske frekvence wg ravno povpreéna moc signala f;(t),
lahko ¢;;(n) interpretiramo kot del modi, ki je vsebovan v signalu f;(¢) pri fre-
kvenci nwg. Spekter ¢;;(n) nam pove, kako je v signalu f;(¢) porazdeljena mo¢ v
odvisnosti od frekvence nwy.

m Spekter ¢;;(n) zato imenujemo mocnostni spekter signala f;(t).

4.1.2.7 Maksimalnost

©ii(0) 2 |pii(T)] zavsak T . (4.27)

Ker tvorijo periodi¢ni moc¢nostni signali z enako periodo vektorski prostor, v kate-
rem lahko dolo¢imo skalarni produkt (4.2), za dokaz lahko uporabimo Schwartzovo
neenacbo

|<?a?>|2 § <?a?> : <?a?> s
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ki velja v vsakem vektorskem prostoru s skalarnim produktoms?.

Za signala f;(t + 7) in f;(t) dobimo

[{fit +7), ()P = (filt +7), fult + 1) - (fi(t), fu(D)) -

Ce upostevamo (4.3) in (4.21), dobimo

lpi(T)P £ ©i(0) - 9ii(0)
(T £ ©5(0),
loi(T)] = @i(0) .

4.1.2.8 Zveznost

Avtokorelacija ¢;; (1) je zvezna funkcija, ¢e je le moénostni periodi¢ni signal f;(t)
omejena in vsaj odsekoma zvezna funkcija.

Utemeljitev
To lastnost smo utemeljili kot splosno lastnost korelacije periodi¢nih signalov.

Primer 4.1

Naj bo periodiéni signal f(¢) kar sinusno nihanje (slika 4.1) z amplitudo A in

periodo Ty, ki je za W—QO zamaknjeno iz izhodisca:

f(t) = Acoswy(t — w—@O) = Acos(wot — 9) .

Dolo¢imo avtokorelacijo ¢(7) signala f(¢) in podajmo njen potek!

<« T —>

Slika 4.1: Sinusno nihanje f(t) = A cos(wot — O)

Resitev
Avtokorelacijo realnih periodi¢nih signalov lahko po (4.25) zapisemo z realno Fou-
rierovo vrsto:

%Io%

1 oo
52 a +b ) cos nwoT .
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< To —>
Slika 4.2: Avtokorelacija ¢(7) sinusnega nihanja f(¢t) = A cos(wot — O)

Signal f(t) predstavlja sinusno nihanje s frekvenco wg. Ali je njegov zapis, kot je
podan v besedilu tega primera, ze njegova predstavitev s Fourierovo vrsto?

Realno Fourierovo vrsto za signal f(t) zapisemo kot

oo
f(t) = % + Z an, cos nwot + by, sin nwot .

n=1
Iz primerjave signala
f(t) = Acos(wot — @) = Acos O coswyt + Asin O sinwot
z zapisom Fourierove vrste, ugotovimo, da je
ap =Acos®@, by =Asin® in an=b,=0 za n#l.
Avtokorelacija ¢(7) signala f(t) je zato enaka

A2

o(1) = =(a} + b3) coswoT = = COSWoT -

N =

Potek avtokorelacije je prikazan na sliki 4.2. Dobili smo zvezno periodi¢no funkcijo
s periodo Ty = i—’;, ki je enaka periodi signala f(t), in maksimumom ob ¢asu 7 = 0.
Povpreéno mo¢ signala f(¢) razberemo iz vrednosti avtokorelacije pri 7 = 0:

2
o0)= 5

Primer 4.2
Naj bo periodiéni signal f1(t) s periodo Ty = 2b (slika 4.3) podan z
E , 05t<d
f1 (t) = 0 , b é t<2b
fit+n2b)=f(t),ne€Z, drugod .

3Glej na primer [1].
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fi(t)

N

To
Slika 4.3: Periodi¢ni signal f1(t)

Dolo¢imo njegov zapis s Fourierovo vrsto in njegovo avtokorelacijo ¢11(7) ter
nariS§imo njen potek!

Resitev
V prejSnjem 3. poglavju smo v primeru 3.2 na strani 67 ze dolocili kompleksni
spekter F'(n) za signal f(t), podan na sliki 4.4, in dobili

FE sin 2
F(”)Zg e
2

Signal f(t) je le za % po casovni osi v levo premaknjen signal f;(¢):

b
f = fe-3).

|
[SIISY
o
(IS
w
o
wlg
~

Slika 4.4: Periodi¢ni signal f(t).

Iz lastnosti (4.20) zato sledi

E sin &F
~ 9 nx
2 2

Fi(n) = F(n) e Inwos — F(n) e_j"wo%
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Fourierova vrsta za signal fi(t) je potemtakem

= +o0 . onrw
f j sin &% T
fﬁﬁzz:ﬂmwwﬁzg§:_m&ymm%y
n=Tee n=—oo 2
Ker je
] nm
sin ¢
nm
2

soda funkcija indeksa n, realni del eksponentne funkcije

einwo(t=3) — cosnwo(t — L) + jsinnwo(t — L2)

soda, imaginarni del pa liha funkcija indeksa n, lahko izraz za Fourierovo vrsto
signala f1(t) krajse zapisemo kot

nm

2

~ E > sin
fl(t):§+EZ 2 cosnwo(t — L) .
n=1

nw
2

Ce izpisemo vrednosti nekaj prvih élenov vrste, dobimo

~ E 2F 1 1
1) = >+ 7<cosw0(t7 Loy — gcos?)wo(tf Loy 4 gcos5w0(tf Loy — ) .

Signal f1(t) smo predstavili kot neskonéno vsoto fazno zamaknjenih sinusnih ni-
hanj.

Tudi avtokorelacijo ¢11(7) realnega periodi¢nega signala f1(¢) lahko po (4.19) pred-
stavimo s kompleksno Fourierovo vrsto v obliki (4.23)

©11(7) = $11(0) + 2 Z ¢11(n) cos nwoT .
n=1

Zaradi (4.19) in (4.21) je moc¢nostni spekter signala f1(t) enak:

2
2 n=o

0, n=2kAk#0

FE sin 27\ 2

p1(n) = |[Fi(n)]* = [F(n)]? = <§ m2> =
2

n=2k-+1.

7202

Zapisimo nekaj prvih ¢lenov Fourierove vrste za ¢11(7). Ker je fi(t) odsekoma
zvezen signal, je

(1) = ri(n) = 2 22 + ¢ cos BT + o cosBuyr + ..
= = — —F— | COs — COS — COS oW, e )
9011 T @11 T 4 7'('2 woT 9 woT 25 oT

S tem smo avtokorelacijo ¢11(7) predstavili kot neskonéno vsoto samih ¢istih co-
sinusnih nihanj?.

4Lahko bi rekli tudi realnih sinusnih nihanj s faznimi zamiki, ki so enaki 0.
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Da ugotovimo potek avtokorelacije ¢11(7), je enostavneje, da pri dolo¢anju avto-
korelacije izhajamo iz izraza (4.13), ki avtokorelacijo definira kot

t1+2b
e (r) = %}/ f@)frt+7)de.

t1

Avtokorelacija ni odvisna od izbire spodnje meje (4.14). 'V naSem primeru je
najbolj naravno, da za t; izberemo kar t; =0 .

Ce se tako odlo¢imo, je potrebno na intervalu (0,2b) dolo¢iti produkt signalov
f1(t) f1(t+7) in dolociti njegov integral. Signal f1(t+7) je po Casovni osi zamaknjen
signal f1(t). Ce je 7 > 0, gre za zamik v levo, sicer se signal zamakne v desno.
Vzemimo, da je 7 > 0. Situacijo ponazarja slika 4.5.

H@Ofi(t+7)
/ f (t)

E - - P —

fl(t+T) E2

2bp11(7)

b—T1

Slika 4.5: Zmnozek signalov f(t) in f(t+7) za0<7<b

Za premike 0 < 7 < b je
E? O<t<b-—r
0, b—7<t<2b.

@ faE+T) = {

Za avtokorelacijo ¢11(7) tako dobimo

b—r 2

E
=— E?dt = —(b— 0<7=b.
(1011(7-) 2b 0 2b ( T) Y = T =
Ker je avtokorelacija realnega periodi¢nega signala soda funkcija (4.16), je
E2
<,011(T):2—b(b+’r) -b<7Z20.

Tako smo dolo¢ili avtokorelacijo ¢11(7) na intervalu ene periode —b < 7 < +b.
Ker je avtokorelacija periodi¢nega signala periodiéna (4.17), vse ostale vrednosti
dolo¢imo na podlagi te lastnosti:
E2
—(b—|7 -b<T<)
) — -1 ,
011(T + k2b) = p11(7) , kEZ, drugod .
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e11(7)

Slika 4.6: Avtokorelacija p11(7) periodi¢nega signala f1(t) s slike 4.3

Iz poteka avtokorelacije ¢11(7) (slika 4.6) potrdimo, da je avtokorelacija zvezna
funkcija, ¢eprav je signal f1(t) le odsekoma zvezen. Lepo se odraza tudi lastnost

maksimalnosti (4.27) pri 7 = 0. Vrednost ¢11(0) = %2 je povpreéna moc signala

fi(?).

4.1.3 Krizna korelacija

Krizno korelacijo dobimo v primeru dolocitve korelacije dveh razliénih periodi¢nih
signalov z enako periodo:

t1+To
soz-m:TiO / TS, f() £ (). (4.28)

V tem primeru so lastnosti take transformacije le splosne lastnosti korelacije, ki
smo jih nasteli in izvedli v razdelku 4.1. Nagtejmo jih Se enkrat:

Neodvisnost od izbire spodnje meje

1 t14+To ta+To
oo =g [ FOH = [ RO e
TO t1 TO to
Periodi¢nost
@ij (T +To) = ij(7) . (4.29)
Antisimetri¢nost

@ji(T) = @iz (=7) .
Frekvencéna predstavitev
V primeru, ko obstajata kompleksna spektra F;(n) in Fj(n) signalov f;(¢) in f;(t),
je kompleksni spekter ¢;;(n) krizne korelacije ¢;;(7) enak

¢ij(n) = F;(n)Fj(n) .



4.2. Konvolucija periodi¢nih signalov 85

Zveznost
Krizna korelacija je zvezna, ¢e sta signala, ki jo dolocata, vsaj odsekoma zvezni
funkciji.

4.2 Konvolucija periodi¢nih signalov

Na podoben nagcin kot korelacijo definiramo tudi konvolucijo periodi¢nih signalov
z enako periodo:

t1+To
01 (7) = Tio /t £ (r —t)dt (4.30)

Ce sta signala f;(t) in f;(t) mocnostna periodi¢na signala, njuna konvolucija g;;(7)
obstaja za vsak ¢asovni zamik 7 in predstavlja nov signal.

Izraz (4.30), ki doloca konvolucijo, velikokrat oznacimo z
0ij (1) = fi(7) * f3(7) , (4.31)

kjer * simbolizira operacijo konvolucije med signaloma.

4.2.1 Lastnosti konvolucije periodi¢cnih signalov

4.2.1.1 Neodvisnost od izbire spodnje meje t;

Konvolucija je neodvisna od izbire spodnje meje ¢1:

t1+To to+To
0i(T) = Tio/t fi@®)fi(m —t)dt = Tio/t fi) fi(r —t)dt . (4.32)

Izpeljava
Na enak nacin kot pri korelaciji.

4.2.1.2 Periodiénost
Konvolucija je periodicen signal s periodo Tj:
0ij(T+To) = oi(7) . (4.33)

Izpeljava
Na enak nacin kot pri korelaciji.

Komentar

Ker je konvolucija periodi¢en signal z enako periodo, kot jo imata signala f;(¢) in
fi(t), je konvolucija preslikava iz vektorskega prostora signalov z enako periodo
nazaj v isti prostor.
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4.2.1.3 Simetri¢nost
Konvolucija izpolnjuje lastnost simetri¢nosti:
0ji(t) = 0i(7) . (4.34)

Izpeljava
Izhajajmo iz (4.30) in vpeljimo novo spremenljivko ¢’ = 7 — ¢:

filr =) fi(¢)at" .

1 t1+To 1 7—(t1+To)
05i(7) /

7). fi@) fi(r — t)dt = /.

Ce zamenjamo zgornjo in spodnjo mejo integriranja, oznaéimo t, = 7 — (t1 + To)
in upostevamo neodvisnost konvolucije od izbire spodnje meje integrala (4.32),
dobimo

T—t1 ts+T0
03i(7) 1/ fi(r — ) fi(t) ! = S 57 — )t = i5(r) |

Do Jr(ty4my) - To s,

Komentar
Ker lahko zaradi (4.31) lastnost simetri¢nosti predstavimo tudi kot

fi()  fi(r) = fi(7) * f(7) ,

lahko to lastnost imenujemo tudi komutativnost konvolucije.

4.2.1.4 Frekvencéna predstavitev
Kompleksni spekter konvolucije:
0ij(1) «— Rij(n) = Fi(n) - F;(n) (4.35)

Izpeljava
Ce sta signala f;(t) in f;(t) periodi¢na signala, ki ju lahko izrazimo s Fourierovo
vrsto, dokazemo zgornjo relacijo na enak nacin, kot smo to naredili za (4.7) pri
korelaciji.

Komentar

Zaradi (4.35) lahko zaklju¢imo, da v primeru, ko lahko periodi¢na signala f;(t) in
fj(t) predstavimo s Fourierovo vrsto, lahko s Fourierovo vrsto predstavimo tudi
njuno konvolucijo g;; (7).

4.2.1.5 Zveznost

Konvolucija 0;;(7) je zvezna funkcija, ¢e sta le mo¢nostna periodi¢na signala f;(t)
in f;(¢t) omejeni in vsaj odsekoma zvezni funkeiji.

Utemeljitev
Enako kot pri utemeljitvi zveznosti korelacije.



4.2. Konvolucija periodi¢nih signalov 87

Komentar
V primeru, ko sta periodi¢na signala f;(t) in f;(¢) omejeni in vsaj odsekoma zvezni
funkciji, je zaradi (3.5) Fourierova vrsta njune konvolucije povsod enaka konvoluciji

0i(1) = 0i5(1) V7.

4.2.1.6 Povezava med korelacijo in konvolucijo

eij (1) = fi(=7) = f;(7) . (4.36)

Izpeljava
Zapisimo korelacijo ¢;;(7) in uvedimo novo spremenljivko t' = —t:

1 t14+To 1 —t1—To , ,

ei(T) = = fi) fi(t +7)dt = —— fi(=t) fi(=t" + 7)dt
T /., T ).,
" —
= 7 fi(=t)fi(r =t)dt" = fi(—=7) = f;(7) .

0J—-t1—Tp

Komentar

Iz (4.36) sledi, da bo korelacija enaka konvoluciji, ko bo

filt) = fi(=t) .
Ce je periodiéni signal f; (t) realen, se ta pogoj spremeni v
fi(t) = fi(=1) .

V posebnem primeru torej, ko je signal f;(¢t) soda realna funkcija, je konvolucija
enaka korelaciji.

Do enakega sklepa bi lahko prisli tudi, ¢e bi primerjali kompleksna spektra kon-
volucije R;;(n) in korelacije ¢;;(n).

Primer 4.3
Dolo¢imo konvolucijo p12(7) periodi¢nih signalov fi(¢) in fa(t) s periodo Tp = 3b
in skicirajmo njen potek!

A <<t

- b b

h(t) = 0 , 3<t= %
fit+n3b) = f1(t), n€Z, drugod,
B , 0<t<2b

fQ(t) = 0 s 2b<t§3b
fa(t+n3b) = fa(t) , n€Z, drugod .

Potek signalov fi1(t) in fa(t) je podan na sliki 4.7.
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< ol 4 ¥
fa(t)
B B L
—b 0 2b 3b t

Slika 4.7: Periodi¢na signala f1(t) in f2(¢)

Resitev
Rac¢unajmo konvolucijo

1 t1+To
p12(1) = 7 ), Ji(t) fa(T —t)dt .
fa(t)
17
—b 0 2b 3b t
Ja(=1)
1 | ’ [
0 b 3b t
| B fQ(T_t)
b0 T b ¢

Slika 4.8: Periodi¢ni signali fo(t) in f2(—t) in fo(r — t) v primeru, ko je 7 > 0.
Graf signala fo(7 — t) je prezrcaljen in premaknjen graf signala fo(¢). Transfor-
maciji zrcaljenja in premika izvedemo zaporedoma:

fa(t) —  fa(—t) zrcaljenje
fo(=t) — fo( = (t—7)) premik
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ali
folt) —  falt+7) premik

folt+7) —  fa(-t+71) zrcaljenje .

Prvo zaporedje transformacij je predstavljeno na sliki 4.8.

fi@) fa(m — 1)

A I

Slika 4.9: Zmnozek signalov fi(t)f2(7 — ) v primeru, ko je —% <7< %.

Vzemimo, da je t; = fg.

Naj bo najprej —% < 7 < 5. Potek zmnozka f1(t)f2(r — t) ponazarja slika 4.9.
Od tod lahko zaklju¢imo, da v danih pogojih velja:

1 (7 AB b
= — A-Bdt=— —).
plg(T) 3 _% dt 3b (T+ 2)

Vzemimo, da je 2 < 7 < 3 (slika 4.10).

fi@) fa(m — 1)

A-B
A I
B I
0 5 7 5b t
2 2 2

Slika 4.10: Zmnozek signalov fi(t)f2(7 — t) v primeru, ko je % <7< %.

Zmnozek obeh signalov f1(t)f2(7 — t) je tedaj razlicen od 0 in enak A - B le na
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¢asovnem intervalu dolzine b:

b
1 /3 AB b b, AB
p12(7) 3b ) s dt==rG+3) =7

Nazadnje si oglejmo Se situacijo, ko je % <7< %b, ki jo ponazarja slika 4.11.

@) fa(r = 1)

A I

3

Ut

>
o~

Slika 4.11: Zmnozek signalov fi(¢)f2(7 —¢) v primeru, ko je % <7< %.

Tedaj je
b
p12(r) = % ;HTA-Bdt = Ié—f (%b —T) .
Tako smo docili potek konvolucije p12(7) na intervalu ene periode fg <T< %b
Se(r+3) . —3<t=3
pralr) = A batsd
@0, $ersy

Za ostale vrednosti 7 potek dolo¢imo iz lastnosti periodi¢nosti:

p12(7 +n3b) = p12(7), m€EZ.

Komentar
Ker je signal f1(¢) soda realna funkcija,

fi(t) = fi(=t)
je zaradi (4.36)
p12(7) = p12(7) -
Iz lastnosti antisimetri¢nosti korelacije (4.6) in realnosti signalov fi(¢) in fa(t)
sledi, da je
P21(7) = p12(—7) -
Poteka konvolucije p12(7) in krizne korelacije ¢21(7) sta podana na sliki 4.12.
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p12(T)
AB |
3

| |

5 0 b 3 b T
2 2 2 2

©a1(7)
ST
| | |
b 0 b 3 5b T
2 2 2 2

Slika 4.12: Poteka konvolucije p12(7) in korelacije @21 ()

4.2.2 Periodi¢na funkcija dr,(t)

Naj bo f(t) poljubni periodi¢ni signal s periodo Tp, ki ga lahko izrazimo s Fourier-
ovo vrsto:

+o0 )
) = > Fn)e™t,
kjer je
1 t1+To )
F(n) = =— f(r)e 7™ dr .
To Ji,

Izraz za dolocanje spektra F(n) vstavimo v zapis Fourierove vrste in zamenjajmo
vrstni red seStevanja in integriranja’:

+oo 1 t14+ToH ) )
0 = S Sg [ swemerarg e

n=—oo TO t1
[ gL o
= f = 3 et bgr
t1 TO n=—oo
Oznacimo

1 .

on,(t) = — D edmeot (4.37)
On:—oo

5Vrstni red v tem primeru le formalno zamenjamo in se posebej ne oziramo na konvergenéne
kriterije.
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in dobimo

t1+To
[t = / F(r)ory (t — 7)dr

t1

b . . . o 1 . e e . . .
Ce zgornjo enacbo Se pomnozimo z T lahko periodiéni signal f(t) izrazimo s
konvolucijo:

Tio ORESNORUAOR (4.38)

m Periodiéno funkcijo o7, (¢) zaradi tega lahko razumemo kot enoto za konvo-
lucijo periodi¢nih signalov.

Z izrazom (4.37) smo periodi¢no funkcijo d, (t) predstavili s Fourierovo vrsto, v
kateri imajo vse spektralne komponente A(n) enako vrednost

m Ker je spekter A(n) realen in sod, je periodi¢na funkcija o7, (¢) soda funkcija:
o, (t) = 5To(_t) :

m Zaradi tega je periodicna funkcija dr, (¢) tudi enota za korelacijo @5, r(t):

1
770 = In()* f(t) = s, £(1) - (4.39)
Kaksen je potek tega signala v odvisnosti od ¢asa t7

Opazujmo druzino sodih periodi¢nih pravokotnih impulzov {g;(t)} z enako periodo
To (slika 4.13), za katere velja, da so povrsine impulzov enake 1:

) = 0 , P St<Ty-2t (4.40)
go(t +nTp) = go(t), n€Z, drugod

Ze v primeru 3.1 smo dolocili koeficiente realne Fourierove vrste takega signala,
vendar brez omejitve, da je E-b = 1. Dobili smo:

2Eb sin 200
TLUJob ’
Ty — nenb

b, = 0.

Qn

Kompleksni spekter Gy(n) za nenegativne n lahko od tod dolo¢imo z uporabo
(3.10):

Gu(n) an — jby,  Eb sin 202 1 sin 2eob
N = _— — — b
0 nwo
2 T, T, b



4.2. Konvolucija periodi¢nih signalov 93

NS

Slika 4.13: Periodi¢ni signal gy (t)

Ker je spekter Gp(n) realen, velja zveza tudi za negativne vrednosti parametra n.

Kaj se zgodi s spektrom Gy (n), ko ozimo 8irino b pravokotnih impulzov?

1 sin nwob 1
lim Gy(n) = — lim ——2— = — = A(n) .
iy o) = 7 i~ = 7, = A0

Tako smo prisli do kompleksnega spektra A(n), ki ustreza periodi¢ni funkciji

5T0 (t):

or, (t) «— A(n) = L . (4.41)
T
Iz limitnega postopka, s katerim smo pri§li do izraza za spekter A(n), uvidimo,
da signala 7, (t) ni mogoce prakticno realizirati, saj bi to pomenilo realizacijo
periodi¢nega niza impulzov z neomejeno amplitudo in neskonéno majhnim ¢asom
trajanja. To potrjuje tudi velikost povpreéne moci Ps tega signala, ki je neomejena:

To

1 (=2 1 1
Ps = lim — t)dt = lim — E%dt = — lim E?b = — lim = = 00 .
g b%TO/29b< o 0/ 7l B2 = i 5 = o

Signal d7, (t) simboli¢no predstavimo s periodi¢nim zaporedjem odebeljenih puséic,
kot na sliki 4.14.
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5To (t)
~To 0 To 2T, t
1AM
To
—wo 0 wo 2(4)0 3UJO 4UJO w

Slika 4.14: Periodicna funkcija dr, (t) in njen kompleksni spekter A(n)
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5. Frekvencéna predstavitev neperiodi¢nih
signalov

5.1 Vpliv postopka daljSanja periode na spekter
periodi¢nega signala

Opazujmo druzino sodih periodi¢nih pravokotnih impulzov {gr(¢)}, ki jim spre-
minjamo periodo T':

E , —b<t< 4+t
gr(t) = 0 , +ist<T -4
gr(t+nT)=gr(t), n€Z, drugod
gTo(t)
F
| | | |
—% 0 g Ty t

Slika 5.1: Periodi¢ni signal g7, (t)

Naj bo T = Tj (slika 5.1). Na osnovi rezultatov iz primera 3.1 smo ze v razdelku
4.2.2 doloéili kompleksni spekter Go(n) takega signala:

. nwob
Eb sin =2

N nwob
To fiecn®

G() (TL) =

Ker so signali gp(t) realni in sodi, so zaradi (3.21) tudi spektri G(n) realni. Vre-
dnosti spektra Go(n) lezijo na krivulji (slika 5.2)
Eb sin %b

wb
To ©

96



5.1. Vpliv postopka daljsanja periode na spekter periodiénega signala

pri frekvencah w = nwy, kjer je

Slika 5.2: Spekter signala gr, (t)

97

Povecajmo periodo T3 = 2Tp. Dobimo signal gr, () in njegov spekter Gi(n)

Eb sin 210

(slika 5.3):
Gi(n) = T
gT, (t)
E
SO

Eb

2Ty
~e cxé,é/e/? e ‘&‘LJ/’? .

Slika 5.3: Periodi¢ni signal g7, (t) in njegov spekter G1(n)

o f 7?0676/0 o=

Ker je w; = %, so spektralne ¢rte enkrat bolj goste. Amplitude spektra G1(n) pa

se zaradi

Eb  1Eb
T 21T,
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za, polovico zmanjsajo.

|
N
(an)
N
-

Slika 5.4: Neperiodiéni signal g(t), ki smo ga pridobili iz druzine periodi¢nih
signalov gr(t) s postopkom daljSanja periode T'.

Ce s postopkom daljsanja periode nadaljujemo, se bo v limiti signal g7 (t) spremenil
v neperiodicni signal ¢(t) (slika 5.4):

" E, -t<t<+t
g(t) =
0, drugod .

Spektralne ¢rte se bodo vse bolj zgostile in v limiti prekrile vso frekvencno os.
Spekter bo postal zvezen. Hkrati pa se bodo velikosti spektra G(n) manjsale in v
limiti postale infinitezimalno majhne.

5.2 Fourierov integral

Naj bo fp(t) poljuben periodi¢ni signal s periodo Tp, ki ga lahko izrazimo s Fou-
rierovo vrsto:

+oo

B = 3 Fmyemeo .

n=—oo
Ce upostevamo

1 P .
Foy =7 [, (oyerar,

To
2

dobimo

To

= (1 7 , ,
fo) = Z {?0/& fp(T)e_J"w"TdT} eneot, (5.1)
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Izvedimo postopek daljsanja periode signala f,,(¢), kot smo to naredili v prejsnjem
razdelku. Posledice, ki od tod sledijo, so

lim f,(t) = f(t) , (5:2)

To—o0

kjer je f(t) neperiodi¢ni signal,

lim wp = dw , (5.3)
To—o0

lim nwy =w, (5.4)
Tg*}OO

kjer je w poljubna realna frekvenca in

1 wo dw
lim — = lim — = — . 5.5
Tglinoo T() Tglinoo 21 2w ( )

S postopkom limitiranja Ty — oo vrsta (5.1) preide v integral. Ce upostevamo Se
zveze od (5.2) do (5.5), iz (5.1) dobimo

fit) = L[ {/M f(T)e—WdT} etdw (5.6)

2m —o0 —o0

m Izraz (5.6) imenujemo Fourierov integral. S tem, analogno kot smo to nare-
dili pri periodi¢nih signalih z vrsto (razdelek 3.1), predstavimo zapis neperi-
odi¢nega signala f(t) z integralom kompleksnih sinusnih nihanj e/*t.

Fourierov integral je dolo¢en z integralom preko cele frekvenéne osi. Zaradi tega
so v neperiodiénih signalih lahko zastopana sinusna nihanja e/“* s poljubno realno
frekvenco w.

m Spekter neperiodi¢nih signalov je zvezen.

Vsako izmed sinusnih nihanj e/“? v izrazu za Fourierov integral nastopa pomnoze-
—+o00 . . . g . . . . .
no z { ffoo f(r)e JWdT} dw, kar je zaradi diferenciala dw infinitezimalno majhna
koli¢ina.
m Sinusna nihanja e/“? so v neperiodi¢nih signalih zastopana z infinitezimalno

amplitudo. Koné¢na ostaja le vrednost integrala fj;o f(r)e 7¥Tdr, ki jo
lahko opredelimo kot amplitudno gostoto.

5.2.1 Fourierova transformacija in
inverzna Fourierova transformacija

Oznac¢imo z

+o0 )
Flw) = / F(t)e 9t . (5.7)
Izraz za Fourierov integral (5.6) lahko tedaj krajse zapisemo kot
1[tee ;
f@) = F(w)e''dw . (5.8)

2 ) o
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m F(w) imenujemo Fourierova transformacija signala f(¢) in jo simboli¢no
zapiSemo kot

m Izraz za Fourierov integral, predstavljen s (5.8), pa imenujemo inverzna Fou-
rierova transformacija in jo simboli¢no zapisemo z

f(t) =FH(Fw) -

Fourierova in inverzna Fourierova transformacija definirata preslikavi med ¢asovno
in frekvenéno predstavitvijo signala. Ker gre za dve med seboj inverzni presli-
kavi, to pomeni, da za signale, za katere transformaciji obstajata, pridobimo dve
med seboj ekvivalentni predstavitvi, ki jih pri obdelavi in analizi signalov lahko
enakovredno uporabljamo.

5.2.2 Dirichletovi pogoji

Zadostni pogoji, ki jih mora izpolnjevati signal f(¢), da ga lahko izrazimo s Fourier-
ovim integralom, so:

m Signal f(t) je absolutno integrabilen preko cele ¢asovne osi

/OO If(8)] dt < oo

—o0
m Signal f(¢) ima v vsakem konénem intervalu le konéno Stevilo nezveznosti.

m Signal f(t) ima v vsakem konénem intervalu le konéno stevilo maksimumov
in minimumov.

Enako kot zadostne pogoje za konvergenco Fourierove vrste! jih imenujemo Diri-
chletovi pogoji.

Pokazati je mogoce [1], da za vsak signal f(¢), ki te pogoje izpolnjuje, velja

MRS S0}

f_l(F(w)) = 5

(5.9)
Vrednost Fourierovega integrala signala f(t) ob ¢asu t je enaka srednji vrednosti
leve in desne limite vrednosti signala ob tem ¢asu.

To pomeni, da je vrednost Fourierovega integrala enaka vrednosti signala povsod
tam, kjer je signal zvezen. Zaradi drugega Dirichletovega pogoja je signal ve-
dno vsaj odsekoma zvezen. Torej se vrednosti signala in njegovega Fourierovega
integrala lahko razlikujejo le pri stevnem Stevilu ¢asovnih trenutkov.

1Glej razdelek 3.1.1 na strani 57.
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5.3 Kompleksni spekter neperiodicnih signalov

m Fouriejevo transformacijo F'(w) imenujemo tudi kompleksni spekter signala
f(t).
Kompleksni zato, ker je to v splosnem kompleksna funkcija in spekter, ker je
funkcija frekvence w. Obic¢ajno kompleksni spekter predstavimo v kartezi¢ni ali
polarni obliki na enak nacin, kot smo to storili s kompleksnim spektrom periodi¢nih
signalov? F(n).

Kartezicni zapis je
Fw)=Cw)+iD(w),

kjer sta spektra C(w) in D(w) realni funkeiji frekvence w,

C(w) imenujemo realni spekter,
D(w) pa imaginarni spekter signala f(t).

Polarni zapis je _
F(w) = |F(w)]e! @),

kjer sta spektra |F(w)| in @(w) realni funkciji frekvence w,

|F(w)| imenujemo spekter amplitudne gostote,
O(w) pa fazni spekter signala f(t).

Vrednost kompleksnega spektra F'(w) je kompleksno stevilo in jo lahko predstavimo
kot tocko v kompleksni ravnini C (glej sliko 5.5). Lego tocke lahko podamo s
pripadajo¢ima odsekoma na realni in imaginarni osi C'(w) in D(w) ali pa z njeno
oddaljenostjo od izhodis¢a |F(w)| in faznim kotom ©(w). Fazni kot ©(w) pri
tem definiramo kot két med pozitivno realno osjo in zveznico med koordinatnim
izhodiséem in tocko F'(w). Iz kartezi¢nega zapisa lahko vedno preidemo v polarni
zapis in obratno:

|IF(W) = +/Cw)2+DW)?=+\/F(w) Fw), (5.10)

D(w)
arctgm , Clw)>0
Ow) = (5.11)
£+ arctg% , Clw)<0,
Cw) = |F(w)]-cosBOw),
D(w) = |F(w)|-sinO®w).

2Glej razdelek 3.1.3 na strani 60.
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Slika 5.5: Dolocitev lege F(w) v kompleksni ravnini C

Spekter F(w) najveckrat dolocimo v kartezi¢ni obliki, to je s spektroma C(w) in
D(w). S stalis¢a interpretacije frekvenc¢nih lastnosti signalov pa je pomembnejsa
predstavitev v polarni obliki. To je s spektroma |F'(w)| in O(w).

Spekter amplitudne gostote |F'(w)| tako podaja amplitudno gostoto sinusnega ni-
hanja e/ pri frekvenci w, ki je vsebovano v signalu f(t), fazni spekter O(w) pa
njegov fazni zamik.

5.4 Lastnosti Fourierove transformacije

5.4.1 Lastnosti spektrov realnih neperiodi¢nih signalov

Vzemimo, da je signal f(t) realen. Iz razsirjenega zapisa njegove Fourierove trans-
formacije

F(w) = /+OO f(t) e 7tdt = /+OO f(t) coswt dt j/+oo f(t)sinwt dt

sledi
+oo
Clw) = / f(t) coswt dt (5.12)
—0o0
+oo
D) = —/ F() sinwtdt | (5.13)
—o0
Ker je coswt soda, sinwt pa liha funkcija spremenljivke w, velja:
F(—w) = F(w), (5.14)
Cl-w) = Cw), (5.15
D(—w) —D(w) 5.16
in tudi
|F(-w)| = [F(w)l, (5.17
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m Iz nastetih lastnosti sledi, da je spekter realnih signalov popolnoma dolo¢en
ze s svojim potekom za pozitivne frekvence w. Potek spektra za negativne
frekvence je le sodo ali liho prezrcaljen potek spektra s pozitivne frekvenéne
osi.

Naj bo realni signal f(t) tudi soda funkcija:

Produkt f(t) - sinwt je tedaj liha funkcija in zaradi (5.13) velja D(w) = 0. V tem
primeru je torej

Flw) = Cw)eR in (5.19)
Flw) = F(-w). (5.20)

V tem primeru je produkt f(t)-coswt liha funkcija in zaradi (5.12) velja C(w) = 0.
Tedaj je

Flw) = jDw)el in (5.21)

Primer 5.1
Za signal

i) e~ t>0 , a>0
t =
0, drugod

s slike 5.6 dolo¢imo njegov kompleksni spekter F'(w) in realne spektre C'(w), D(w),
|F'(w)|, ©(w) ter narisimo njihov potek.

ft)

N
0 ¢

Slika 5.6: Potek signala f(t)
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Resitev
Izracunajmo najprej kompleksni spekter:

+o0 ) +o0 ) +o0 )
Flw) = / f(t)e*]“’tdt:/o e*“te*]“’tdt:/o e~ (atiwt gy

— 00
= — 1 6_(a+jw)t’oo = 1 = a _Jw .
a+ jw 0 a+jw a?+w?
Iz izraza za F(w) sledi
a
C = —
@ = o,
w
Dw) = ———.
@ = oo

Hitro lahko preverimo, da je spekter C(w) soda, spekter D(w) pa liha funkcija
frekvence w. Simetrije potekov spektrov so razvidne tudi iz slike 5.7.

1 C(w)
0 w 0

Slika 5.7: Potek realnega spektra C'(w) in imaginarnega spektra D(w) signala f(t)
Spekter amplitudne gostote:

a2 +w2 1
F = C 2 D 2 = = .
|F(w)] +VC(w)? + D(w)?* =+ @ +02)? 1Vt o2

Ker je C(w) > 0, je fazni spekter O(w) enak:
D(w)
C(w)

Poteka spektra amplitudne gostote |F(w)| in faznega spektra @(w) ter njuni sime-
triji so razvidni iz slike 5.8.

Primer 5.2
Za signal® (slika 5.9)

w w
O(w) = arctan = arctan(——) = —arctan — .
a a

ft) = Ee ™, E,a>0,

3Funkcijsko obliko f(t) obicajno imenujemo tudi Gaussova ali normalna porazdelitev.
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[F(w)]

Q|

voly

Slika 5.8: Potek spektra amplitudne gostote |F(w)| in faznega spektra ©(w) signala f(t)

dolo¢imo kompleksni spekter F'(w) in narisimo njegov potek.

Resitev
Kompleksni spekter:

Flw)= / f(t)e 7@t dt = E/ et emIwt gt

Nedolocenega integrala take oblike se ne da izra¢unati z elementarnimi funkcijami,
zato si pomagajmo z lastnostmi Fourierove transformacije:

dF o .
Fw _ g / jte= eIt dt |
dw oo
* d 2 PRI e
/ — [Ee_at e_]m} dt = Ee~ % g—Jwt 0.
o dt .

Ce integrand odvajamo, dobimo:

/ 7 [Ee*‘”ze*j‘“t] dt = E/ (f2ate*“t267jwt)dt

— 00

0o ] )
+ E/ (—jwe Ite™) dt
— 00

. dF(w) .
732&? — jwF(w) .

Za kompleksni spekter F'(w) smo dobili diferencialno ena¢bo

, . dF(w)
—jwF(w) — j2 =
joF(w) - j2a 5 — o

ki jo pomnozimo z j(dw/F(w)) in dobimo

dF(w)
F(w)

2a +wdw =0 .
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Zgornjo diferencialno enacbo z loc¢ljivimi spremenljivkami integriramo:

2

%—l—QalnF(w) = 2alnC, C>0,
2
w
mFw) = -2 41
n F(w) 4a+ nC,
Flw) = Ce "/

Vrednost konstante C' lahko dolo¢imo iz naslednjih zvez:

F(0)=C = E/ e dt

/ e~ gt = ﬁ .
0

2a

et
a

Iz zgoraj dolocenih izrazov vidimo, da se potek kompleksnega spektra F'(w) funkcij-
sko izraza na enak nacin kot ¢asovni potek signala f(t). Signal f(t) je potemtakem
invarianten na Fourierovo transformacijo.

Sledi:

Ker je F(w) > 0, je
|F(w)|=F(w) in Ow)=20.

f@t) F(w)

SN/

Slika 5.9: Potek signala f(¢) in njegovega spektra F'(w)

0 w

5.4.2 Linearnost

Fourierova in inverzna Fourierova transformacija sta linearni transformaciji:

F(afi(t) + Bfa(1)) oF (f1(t)) + BF(f2(1)) ,
FHaFi(w) + BF(w)) aF H(Fi(w)) + BFH(Fa(w)) -



5.4. Lastnosti Fourierove transformacije 107

Izpeljava
Lastnost linearnosti Fourierove transformacije sledi iz definicije z dolocenim inte-
gralom:

+OO .
Flah())+550) = [ (afi®) + 8fale)eds

—00

a/+<><> fi(t)e @tdt + B/+<>O fa(t)e 7« dt

aF;(W) + BFy(w) = aF (f1(t) + BF(f2(t)) -

Na enak nacin potrdimo linearnost inverzne Fourierove transformacije.

5.4.3 Lastnost podobnosti

Izpeljava
1 w
t = —F(— 5.23
F(fan) = grF() (5.23)
Naj bo signal f(t) tak, da je zanj mogoce dolo¢iti Fourierovo transformacijo
f@t) +— F(w) .

Naj bo

g(t) = f(at),

kjer je a poljubna od ni¢ razlitna realna konstanta. Dolo¢imo F(g(t)) = G(w),
tako da uvedemo novo spremenljivko ¢’ = at. Vzemimo najprej, da je a > 0:

“+o0 ) 1 +oo g
G(w) = / f(at)e_]""tdt — 5/ f(tl)e—]w;dt/
- /+OO Fe i ar = ()= Lp)
Ca —00 ¢ a a’ lal a’’
Ce je a < 0, velja:
+o0 ‘ 1 oo o
Glw) = / flat)e™ " dt = — / F(E)e I ay
—00 a +oo
1 [T oyt 1 w 1 w
= —— Ne— 3 g — = (D= (¥ .
i = @)= @@
Komentar
Preslikava

f(t) — f(at)
pomeni kréenje ali razteg poteka signala f(t) po ¢asovni osi. Ce je |a| > 1, je potek
signala f(at) skréen glede na f(t), sicer pa raztegnjen®. Lastnost podobnosti (5.23)
pravi, da se v primeru, ko se potek signala skréi po ¢asovni osi, njegov spekter po
frekvenéni osi raztegne in obratno. To lastnost ponazarja naslednji zgled.

4Ce je a < 0, gre tudi za zrcaljenje preko ordinatne osi.
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Primer 5.3
Naj bo f(t) pravokotni impulz Sirine b in viine E:

o E, -t<t<+t
B 0, drugod
f(t) f(2t)
FE E
_% 0 u t _g 0 g t

Slika 5.10: Signala f(t) in f(2t)

Dolo¢imo kompleksna spektra impulzov f(t) in f(2t). Iz slike 5.10 je razvidno, da
je potek signala f(2t) skréen glede na signal f(t).

Resitev
Ker je f(t) soda funkcija, je njen kompleksni spekter realen (5.19) in zato

b

Fw) = C’(w):/ f(t)coswtdt:/2 Ecoswtdt:QE/2coswtdt

o

2 0
. b o wb
2F . 5 sin £ sin &b
= —sinwt| =2F 2 —Fb 2
w —WQb

Za dolocitev spektra signala f(2¢) uporabimo lastnost podobnosti (5.23):
w\ Eb sin%b

Fuen) = 54(3)=7 g

Poteka obeh spektrov sta podana na sliki 5.11. Opazimo, da je potek spektra
signala f(2t) raztegnjen glede na potek spektra signala f(t).

5.4.4 Premik po casovni osi

F(f(t—to)) = e “"F(w) (5.24)

Izpeljava
Naj bo signal f(t) tak, da je zanj mogoc¢e dolo¢iti Fourierovo transformacijo:

f@t) +— F(w) .
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F(f@))
FEb
F(f(2t)
Eb
2
~_ /\ e - _
~ \/ 0271' 47 vw T 0 47 w
b b b

Slika 5.11: Spektra signalov f(t) in f(2t)

Naj bo
g(t) :f(tftO) )

kjer je tg poljuben ¢asovni zamik. Dolo¢imo .F(g(t)) = G(w), tako da uvedemo
novo spremenljivko t’ =t — t:

+o0 oo
Glw) = / ft —to)e 7¥tdt = / f(t’)e—jw(t +to) g4/

. +oo [ .
= e iwtho / f)e 19t dt = e 19N F(w) .

—00

Ker je absolutna vrednost produkta kompleksnih §tevil enaka produktu njihovih
absolutnih vrednosti, velja

Gw)| = |e7¥"||F(w)| = |F(w)] . (5.25)

Spekter amplitudne gostote se zaradi premika signala po ¢asovni osi ne spremeni.
Ugotovimo Se, kaksna je sprememba faznega spektra:

Gw) = |G(w)|ej99(w) — |F(w)|ej9f(w)e—jwto — |G(w)‘€j(9f(w)—“’tu) )
Iz primerjave leve in desne strani enacbe sledi:
Og(w) = Of(w)—wty . (5.26)

Uvidimo, da ¢asovni zamik povzroc¢i linearno spremembo faznega spektra. Velja
tudi obratno.

Primer 5.4
Dolo¢imo spekter amplitudne gostote in fazni spekter signalov f(¢) in f;(t)
(slika 5.12):

f@) =

b b
E, —5 <t <+3
0, drugod ,

fi(t)

Jt—ti).
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fi(t)

|

Slika 5.12: Signala f(t) in f;(¢) zat; >0

Resitev
V primeru 5.3 na strani 108 smo dolo¢ili kompleksni spekter F(w) signala f(t).

Ker je f(t) realna soda funkcija, je spekter realen:

sin b
F(w)=C(w) = Eb w_bQ )
2
sin b
|F(w)| = Eb w_,f
2
o L 1F@) = |Fio)]
N\ SN\
w

Slika 5.13: Spektri |F(w)|, |F;(w)|, ©(w) in ©;(w) za t; >0

Pri premiku signala po ¢asovni osi se njegov spekter amplitudne gostote ne spre-
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meni (5.25). Zato je

i wb
S11 5
wb

2

|Fi(w)| = |F(w)| = Eb

Imagin@rni spekter D(w) je enak 0, realni spektra C'(w) pa spreminja svoj pred-
znak. Ce upostevamo zvezo (5.11), uvidimo, da je

{ 0, Clw)>0

Olw) = tr, Cw)<0.

O;(w) dolo¢imo iz (5.26)
O;(w) = Ow) — tiw .

Potek spektra amplitudne gostote in faznih spektrov obeh signalov je podan na
sliki 5.13.

5.4.5 Premik po frekvenc¢ni osi

F R -w) = o) (5.21)

Izpeljava
Naj bo signal f(t) tak, da je zanj mogoc¢e dolo¢iti Fourierovo transformacijo:

F(t) ¢ Fw).

Naj bo
G(w) = F(w —wp) ,

kjer je wp poljuben frekvenéni zamik. Dolo¢imo }"*I(G(w)) = ¢(t), tako da
zapiSemo izraz za izra¢un Fourierove transformacije F'(w — wp)

+oo +o00
F(w — wo) = / f(t) e—j(w—wo)tdt _ / (f(t) engt)e—jwtdt

—00 —0Q0

+oo )
= / g(t) e “tdt .

— 00

Iz primerjav zadnjih dveh strani zgornje enacbe vidimo, da je

g(t) = f(t) e’ " .
5.4.6 Amplitudna modulacija

F(f(t)coswot) = =(F(w—wo)+ F(w+wo)) (5.28)

|~
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Izpeljava

Naj bo signal f(t) tak, da je zanj mogoc¢e dolociti Fourierovo transformacijo:
ft) +— F(w) .

Naj bo

g(t) = f(t) coswot

kjer je wp poljubna frekvenca.
Dolo¢imo F(g(t)) = G(w), tako da zapisemo
1 . .
cos wot = E(ejwot + e*]wot)

in upostevamo lastnost premika po frekvenéni osi (5.27) ter linearnost transforma-
cije:

g(t) = %f(t)ejwot + %f(t)eijwot — (F(w —wo) + Flw+ wo)) .

N =

Komentar
Uporabnost lastnosti (5.28) je o¢itna predvsem v primerih, ko je wo > W, kjer je
W frekvenéna Sirina signala f(t):

Flw)=0< |w|>W.

Za take vrednosti modulacijske frekvence wy lastnost (5.28) pomeni, da je spekter
moduliranega signala g(t) za frekvenco wg v levo in desno zamaknjen spekter
signala f(t). To pomeni, da se je spekter signala f(¢) premaknil v neko visje
frekvenéno obmocje z nosilno frekvenco wy. Tak hipoteti¢en primer je prikazan na
sliki 5.14.

Primer 5.5
Dolo¢imo spekter amplitudne gostote |Wp (w)| signala® wy (t) (slika 5.15), ki je
podan z

0,54+0,46c0527”t, f%<t<+%
wy(t) =
0 , drugod .

Resitev
Signal wg (t) lahko zapisemo kot
2m 2m
wp (t) = (0,54 4 0, 46 cos 7t) wy(t) = 0,54 wpy(t) + 0,46 wy(t) cos Tt :
kjer je signal w,(t) pravokotni impulz $irine b in visine 1:
b b
{ 1, —<t<+3

wy(t) =
2 0, drugod .

5Signal wg(t) imenujemo tudi Hammingovo okno in ga uporabljamo pri doloéanju ocene
spektra signalov na osnovi dela njihovega poteka. Za podrobnejsi opis uporabe glej razdelek
6.2.3.
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-W 0 w w

5(F(w —wo) + F(w +w))

|
—wo -W 0 w wo w

Slika 5.14: Spektra signalov f(t) in f(t) coswot

Zaradi linearnosti Fourierove transformacije je

2
Wi (w) = 0,54 F (wp(t)) 40, 46.7-'(10,,(75) cos Tﬂt) . (5.29)
F(wp(t)) = Wp(w) smo doloéili ze v primeru 5.3:
in <o
Wyw) = b2 (5.30)

2
Spekter F (wp(t) cos QT”t) pa dolo¢imo z uporabo lastnosti (5.28) amplitudne mo-
dulacije (5.28):

1 2 21

}"(wp(t) cos 2%Tt) = §<Wp(w - T) + Wy (w + T)) . (5.31)

Iz (5.29), (5.30) in (5.31) tako dobimo

b

sin “’7}’ sin (wff)b sin Lz%r)b
4 2 .
0,54b %b +0,23b =)0 + (2200
2 2

Wg(w) = O,54Wp(w)+0,23Wp(w—2%)+0,23Wp(w+2—7r)
2

Potek spektra Wy (w) je predstavljen na sliki 5.16. Na sliki so ¢rtkano vrisani

tudi poteki spektrov W, (w), Wy(w — 2%) in W,(w + 2%). Ker je premik spektra

wy = QT’T ravno polozaj prve nicle spektra W, (w), se spektralne amplitude izven

frekvencnega obmocja (—47“, 47”) med seboj odstejejo.
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wH(t)

|
[N

[en)
vl +

~

Slika 5.15: Potek signala “Hammingovo okno” wp (t)
5.4.7 Spekter odvoda signala

.7:<dfd—(tt)) = jwF(w) (5.32)

Izpeljava
Naj bo odvedljiv signal f(t) tak, da je zanj mogoé¢e dolociti Fourierovo transfor-
macijo

f(t) = F(w)

in naj bo

Spekter G(w) signala g(t) dolo¢imo tako, da upostevamo definicijo odvoda signala
f(t) z limito diferencialnega koli¢nika:

o Jrah) - 1)
dt A0 At ’

Zamenjamo Se vrstni red integriranja in limitiranja:

Glw) = [ - Altiino—f (HMA); I gy —

“+o0 —+o0
lim < / FUHLY) o gy / 0 ej“’tdt> — lim (I, — Ib) .
A— 0 At

oo At oo At— 0
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Slika 5.16: Potek spektra Wy (w), predstavljen z vsoto treh zamaknjenih spek-
trov pravokotnega impulza wy(t).

Ko v I; vpeljemo novo spremenljivko ¢’ = t+At, dobimo:

+o0 jwAt +o0 jwAt

I = / f(t/) efjw(t’fAt)dt/ _ elvs / f(t/) efjwt’dt/ _ elvh F(W) 7
A N At
“+o0

t . F

IQ _ / f( )efjwtdt — ((U) ,
o At At
) ) eJwat _q ) ejw(OJrAt) — eJw0

Gw) = Jim(h— ) = Jim, )= = F() Jim, =5 ——
dejwt )
= F(w 7‘15:0:]&}17(&}) .

Ce je signal f (t) n-krat odvedljiv, zgornjo zvezo lahko posplosimo na

F(TLO) = oy ). (5.33)

Komentar

Pri obdelavi signalov velikokrat naletimo na situacijo, ko lahko signal razdelimo na
“koristni signal” in “Sum” ali “motnje”. S “Sumom” opredelimo tisti del signala,
ki pri izbrani obdelavi ne nosi “informacije”. Pogosto je koristni del zastopan
v nizjem delu spektra signala, sum pa je visokofrekvenéne narave®. V takem
primeru se razmerje signal/Sum poslabsa, ¢e namesto originalnega signala f(t)

6Tak primer Suma je na primer “kvantizacijski sum”. Glej poglavje 9.
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obravnavamo njegov odvod g¢(t), saj zaradi zveze

(L) = 6w = jorw

dt

velja:
|Gw)| > |Fw)], w>1,
|Gw)| < |FW)]|, w<l.

Zaradi (5.33) se negativni ucinek Se poveca, Ge namesto prvega odvoda obravna-
vamo visji odvod signala f(¢).

Poglejmo si praktiéni primer [2], ko je bilo potrebno zaradi spremenjenega razmerja
signal/8um, ki je bilo posledica veckratnega odvajanja signalov, postopek obdelave
signalov posebej prirediti.

Primer 5.6

Elektrokardiografske signale” lahko z ustrezno porazdelitvijo elektrod po telesu
izmerimo v razlitnih smereh. S posebno razdelitvijo elektrod lahko pridobimo
tudi elektrokardiografske signale v treh ortogonalnih smereh z, ﬂ\ inz glede na
normalno lego ¢loveskega telesa. Tako pridobljeno trojko elektrokardiografskih si-

Slika 5.17: VCG kot trojka so¢asnih signalov (z(t),y(t), 2(t)) in predstavljen s
prostorsko krivuljo v(s). TanjSe so oznaCene projekcije ¢asovnih potekov na tri
osnovne ortogonalne ravnine.

gnalov (z(t),y(t), 2(t)) imenujemo vektorkardiogram (VCG). Potek VCG-ja lahko
predstavimo kot socasno predstavitev vseh treh kanalov ali tudi kot krivuljo v
tridimenzionalnem prostoru (slika 5.17). Posamezni znagcilni deli EKG signalov se
prikazejo kot zanke v prostoru. Najizrazitejsa je zanka, ki ustreza najvecjim am-
plitudnim spremembam v EKG-ju, to je predelu QRS. Pri klini¢nem raziskovanju
potekov QRS zank se je izkazalo, da so te prostorske krivulje ve¢inoma ravninske
in da odstopanja od takega poteka kazejo na dolo¢eno bolezensko stanje.

7Glej tudi primer 2.5 na strani 45.
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Iz diferencialne geometrije je znano, da lahko potek prostorske krivulje, ki je vsaj
trikrat zvezno odvedljiva, natan¢no dolo¢imo s fleksijsko ukrivljenostjo ¢(s) in
torzijsko ukrivljenostjo 7(s) [3]. Pri tem je

26 = (7.7, (534
o)~ T 5.35)

<(s)
kjer je
T(s) = (2(s),u(5),2(5))
in s parameter lo¢ne dolzine:

ds?® = dz? + dy? + dz? .

Ce velja, da je 7(s) = 0, je krivulja ?(s) ravninska. Povpre¢na absolutna torzijska

ukrivljenost
L[ rtsya
- TS S
L O ’

kjer je L dolzina zanke, je zato lahko merodajen pokazatelj, v koliksni meri je
prostorska zanka ravninska.

(a) (b)

Slika 5.18: (a) signal VCG in (b) njegov priblizek s prvimi 5-timi temeljnimi
funkcijami (k = 2)

Resitev

Zeleli smo preveriti diagnosti¢no vrednost tega parametra in izvedli meritve VCG
signalov na pacientih s hipertenzijo levega srénega prekata (LVH) in na kontrolni
skupini. Pri dolo¢anju ocen za torzijsko ukrivljenost pa so nastopile tezave, ker je
potrebno, kot je to razvidno iz izrazov (5.34) in (5.35), na povzoréenem signalu
VCG oceniti vrednosti prvega, drugega in tretjega odvoda. Ze samo zaradi napak,
ki se jim ne moremo izogniti zaradi kvantizacijskega suma®, je bil efekt poslabsanja

8Glej razdelek 9.2.1 na strani 223 v 9. poglavju.
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razmerja signal/Sum pri veckratnem odvajanju signalov tako izrazit, da so bili
rezultati ocene torzijske ukrivljenosti povsem neuporabni.

Zaradi tega smo do ocen za ukrivljenosti ¢(s) in 7(s) prisli tako, da smo VCG
signalu v (s) dolo¢ili priblizek ©*(s), ki smo ga izrazili (slika 5.18) z nekaj prvimi
kompleksnimi trigonometrijskimi funkcijami:

k
v(s) =~ vHs) = Z V (n)edmwos
n=—Fk

Ker so temeljne funkcije e?"~0% poljubnokrat zvezno odvedljive funkcije, smo od-
vode lahko doloé¢ili analiti¢no in se s tem izognili vplivu kvantizacijskega Suma. Na
sliki 5.19 je prikazan potek na tak nacin dolo¢enih ocen ukrivljenosti ¢(s) in 7(s)
za ravninsko in za zvito QRS zanko.

7(s) 7(s)

Slika 5.19: Ukrivljenosti ¢(s) in 7(s) za primer ravninske (a) in zvite (b) QRS zanke

5.4.8 Spekter integrala signala

]:(/toof(f)d7> = féF(w) (5.36)

Izpeljava
Naj bo integrabilen signal f(t) tak, da je zanj mogoce dolo¢iti Fourierovo trans-
formacijo

f(t) = F(w)
in naj bo

o= [ s
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Ker vemo, da sta integriranje in odvajanje inverzni transformaciji, in z uposteva-
njem zveze (5.32), dobimo:

[ 0wy BT g,

— 00
1 J
g(t) +— ij(w) = wF(w) .

Komentar
Nasprotno kot v prejsnjem razdelku 5.4.7, se situacija, ko visokofrekvencni del
v signalu predstavlja nekoristni signal — “sum”, po integriranju signala izboljsa.
Zato je integriranje v postopkih obdelave signalov ponavadi stabilen proces, ki
razmerje signal/Sum izboljsa.

5.4.9 Podobnost med Fourierovo in inverzno Fourierovo
transformacijo

F(f@t) = Flw),
2 f(~w) . (5.37)

ul
=
I

Izpeljava

Iz zapisa definicij Fourierove in inverzne Fourierove transformacije je razvidno, da
gre za dve zelo podobni transformaciji, ki predstavljata povratno—enoli¢no presli-
kavo med v sploSnem kompleksnimi funkcijami realne spremenljivke:

+o0 )
F(f@) = / ft)e ¥dt = F(w)
—00
1t :
}"I(F(w)) = - F(w)etdw = f(t) .
™ — 00
Funkcija F(w) je kompleksna funkcija realne spremenljivke. Njen potek bi lahko
predstavljal tudi potek hipotetiénega kompleksnega signala F'(t) v odvisnosti od
casa t. Kaksen je frekvenéni potek signala F'(t)?

oo , 1 [T ,
F(F(t)= / F(t)e 9“'dt = 271'(— / F(t) e](_“’)tdt) =27 f(—w).
oo 2 J_ o
Komentar

Potek kompleksnega spektra signala F'(¢) je torej le okoli ordinatne osi prezrcaljen
in z 27 pomnozen potek signala f(t). Rezultat, ki ga dobimo z dvakratnim za-
porednim dolo¢anjem Fourierove transformacije, ni bistveno drugacen od poteka
originalnega signala. Enako velja tudi za inverzno Fourierovo transformacijo.

5.4.10 Posplosena Fourierova transformacija

Dirichletovi pogoji so zadostni pogoji za eksistenco Fourierove in inverzne Fourier-
ove transformacije. To pomeni, da je na¢elno mozno dolo¢iti Fourierovo in inverzno
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Fourierovo transformacijo tudi za kaksne signale, ki Dirichletovih pogojev ne iz-
polnjujejo. Izkaze se, da je absolutna integrebilnost signala pogoj, ki ni nujno tudi
potreben za eksistenco transformacij. Predvsem v takih primerih za dolocanje
Fourierove transformacije uporabimo postopek, ki ga imenujemo tudi posploSena
Fourierova transformacija.

Vzemimo, da zelimo dolo¢iti Fourierovo transformacijo signala f(¢), ki ni absolutno
integrabilen. Opazujmo drug signal g(t), ki ga signalu f(¢) priredimo:

9(t) = f(t) - wa(t) -

Pri tem signal w,(t) izberemo tako, da pri dolo¢enih vrednostih parametra «
njegove amplitude dovolj hitro konvergirajo proti ni¢, ko gremo s ¢asom proti
pozitivni ali negativni neskonénosti:
li t)=0.
t;:l:moo U}a( ) 0

S tem zagotovimo absolutno integrabilnost signala g(t) in posledi¢no eksistenco
njegove Fourierove transformacije G(w):

g(t) +— G(w) .
Poleg tega zahtevamo Se

lim wy(t) =1,

a—roQ

s ¢imer dosezemo, da je

lim g(t) = £(¢) .

a—rQo

m V primeru, ko obstaja limita lim,—,4, G(w), to funkcijo imenujemo posplo-
Sena Fourierova transformacija F'(w) signala f(t):

F(w) = algrgg G(w) .
Signal w, (t) véasih imenujemo tudi okenska funkcija.
Primer 5.7
Primer signala w, (t), ki izpolnjuje zgornje zahteve, je signal (slika 5.20):

wa(t) = et a>0, (5.38)
oy = 0.
Primer 5.8

Dolo¢imo Fourierovo transformacijo signala® sgn(t) (slika 5.21), ki je dolocen z
izrazom

-1, t<0
sgn(t) = 0, t=0
11, t>0.

9Funkcijo sgn(t) obéajno imenujemo signum, ker njena vrednost odraza predznak vrednosti
neodvisne spremenljivke.
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wWq (1)

Slika 5.20: Signal wq (t) = eIl

Resitev

Signal sgn(t) ni absolutno integrabilen, saj je skoraj povsod!® |sgn(t)| = 1. Za
dolocitev frekvencéne predstavitve F (sgn(t)) uporabimo postopek posplosene Fou-
rierove transformacije.

sgn(t)

Slika 5.21: Signal sgn(t)

Naj bo
we(t) = e ol
signal, ki smo ga opisali ze v (5.38) in
gt) = sen(t)  walt).

Potek signala g(¢) je podan na sliki 5.22.

10Razen pri t = 0.
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Slika 5.22: Signal sgn(t) - wa/(t)

Dolo¢imo njegovo Fourierovo transformacijo G(w):

el . O . 0 .
Gw) = / g(t)e ¥t dt = —/ ee vty —|—/ e~ eIty
—00 —0o0 0
- ! e(a—jw)t‘o __1 e—(a+jw)t‘°°
a— jw —o0 o+ jw 0
B 1 1 2w
N a—jw  a+jw Tty a2

Fourierovo transformacijo signala sgn(t) dolo¢imo tako, da pois¢emo limitno vre-
dnost spektra G(w), ko gre vrednost parametra « proti 0:

F(sgn(t)) = lim G(w) = lim <327w) { —j%. w#0

a—0 a—0 a? 4+ w? 0, w=0.

Ker je signal sgn(t) liha funkcija, je njegov kompleksni spekter .F(sgn(t)) samo
imaginaren in lih (slika 5.23).

5.5 Funkcija 46(t)

5.5.1 Spektralna lastnost funkcije §(t)

Analizirajmo mnozico sodih pravokotnih impulzov { fb(t)} s skupno lastnostjo, da
je njihov integral enak 1:

fo(t) =

E, —2<t<+%, E-b=1
0, drugod .
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I'm (F(sgn(t)))

Slika 5.23: Imaginarni del kompleksnega spektra F (sgn(t))

V primeru 5.3 na strani 108 smo ze dolocili kompleksni spekter sodega pravoko-
tnega impulza:

b wb

sin £? sin ¥

_ 2 2
Fb(w) =FEb ob = b
2 2

Pois¢imo limito spektra Fy(w), ko ozimo §irino pravokotnega impulza proti 0:

i b
Jim Fy(w) = lim =2 = A(w) = 1.
b—0 b—0 “’?

Limita eksistira in ima konéno kostantno vrednost. V ¢asovnem prostoru si limit-
ni signal le simboli¢no predstavljamo kot infinitezimalno ozek pravokotni impulz
s konéno povrsino, ki ga grafitno predstavimo z odebeljeno puséico ob casu 0
(slika 5.24).

m Signal z §(t) lastnostjo, da je njegov kompleksni spekter A(w) enak kon-
stanti 1, imenujemo funkcija delta. Funkcijo 6(t) torej implicitno definiramo
s spektralno lastnostjo:

5(t) +— Aw)=1. (5.39)

Veéasih funkeiji 6(¢) pravimo tudi Diracov impulz ali enotin impulz.

Funkcija §(t) je realna in soda, saj je doloc¢ena z limito realnih in sodih signalov:
5(t) = 6(-t). (5.40)

Komentar
Funkcije 6(¢) fizikalno ni mogoée udejaniti in ni energijski signal'!, se pa lahko si-
gnalu 6(t) z realizacijo ¢im krajSega in amplitudno ¢im vecjega impulza priblizamo.

. +3 .
U limy o [ 2 (3)%dt = limp0 1 = 00 .
2\ b
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L () Fy(w)
b 1
T\
b 0 b ; A \/ 0 /\\/Z
2 2 T 47
b b
o(t) )
0 t 0 w

Slika 5.24: Signala f;(¢) in 6(t) ter njuna spektra Fj(w) in A(w)

Matematiéni model funkcije 6(¢) predstavlja mejnik vseh realnih fizikalnih signa-
lov s posebno spektralno lastnostjo, da so v njem vsa sinusna nihanja enakomerno
zastopana:

Alw) = 1. (5.41)

5.5.2 Tipalna lastnost funkcije (%)

Naj bo f(t) poljuben signal, ki je zvezen ob ¢asu t = 0, in f,(t) pravokotni im-
pulz, definiran v prejsnjem razdelku (slika 5.25). Dolo¢imo vrednost integrala I
produkta obeh signalov:

Slika 5.25: Zvezen signal f(t), impulz f,(t), integral b - I;, njunega zmnozka ter vrednost I
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b

—00 —

+00 +35
e[ swnwa=g [ .

Kot vidimo, je I, dejansko povpretna vrednost signala f(t) na intervalu (-5, +2).

Ce sirino impulza 1»(t) ozimo, se ob predpostavki, da je signal f(t) zvezna funkcija,
vrednost povpregja I, priblizuje vrednosti signala f(0). Zato je

lim I, = .
lim 7, = f(0)

m Tudi na ta nacin, smo prisli do nove implicitne definicije funkcije 6(¢), ki jo
imenujemo tudi “tipalna lastnost” funkcije §(¢):

+oo
| swstwi = fo).
—o0

ki jo splosneje — za poljuben ¢asovni zamik — zapiSemo kot

/m FIOS(E — to)dt = F(to) - (5.42)

—00

Obe implicitni definiciji funkcije 6(¢) sta med seboj ekvivalentni.

5.5.3 Fourierova transformacija konstante

Vzemimo signal f(t), ki je konstanten:
fW)=a,acC.

Tak signal ni absolutno integrabilen in zato ne izpolnjuje prvega Dirichletovega
pogoja. Ali je zanj vseeno mogoce dolo¢iti Fourierovo transformacijo F(a)?

Izpeljava
Pomagajmo si z lastnostmi funkeije 6(¢). Upostevajmo (5.39) in to, da je sinwt
liha funkcija:

1 +oo ) 1 +oo j +oo
i) = fﬁl(A(W)) = %[ml celtdw = o [mcoswt dw + %[msinwt dw
1 [t
= — coswt dw .
2 J_ o

Iz primerjave zgornjega izraza z izrazom za izracun F(a),

“+o00 ) +oo +o0
Fla) = / a~e*3wtdt:a/ coswtdtfja/ sin wt dt
— 00 — 00 —00
—+o0
= a/ coswtdt
— 00
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ft)=a 2mad(w)

0 t 0 w
4(t) AW

0 t 0 w

Slika 5.26: Konstanta f(t) = a in funkcija §(¢) ter njuna spektra F(a) = 2mad(w) in A(w) =1

ugotovimo, da je:

Fla) = 2mad(w). (5.43)

Do izraza (5.43) bi lahko prisli tudi z upostevanjem lastnosti podobnosti (5.37)
med F in F~1.

Komentar

Konstanta predstavlja, z ozirom na funkcijo §(¢), drug mejnik (slika 5.26) vseh
signalov, kot skrajno “len” signal, ki nikoli ne spremeni svoje vrednosti. Posledica
tega je, da je spekter tega signala za vse od ni¢ razlicne frekvence w enak 0. Od
nic¢ razlitna neomejena vrednost pri frekvenci w = 0 je posledica lastnosti, da je

+oo ) +oo
}"(a)|w=0 = {/ ae It dt] = a/ dt =00
—o0 w=0 —o0

5.6 Fourierova transformacija periodi¢nih signalov

Primer 5.9

Vzemimo signal coswyt. To je periodicen signal in zato ni absolutno integrabilen.
Dolo¢imo njegovo transformacijo tako, da upostevamo izraz za Fourierovo trans-
formacijo konstante (5.43) in lastnost premika spektra po frekvenéni osi (5.27).
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Resitev
Velja:

1 +— 276(w),
1./« 278(w —wp) ,

1. 1.
coswotzﬁe]w°t+§e_]w°t — T(6(w —wo) + 6(w + wo)) -

Fourierova transformacija signala coswgt (slika 5.27) je potemtakem

F(coswot) = m(8(w — wo) 4 d(w +wp)) . (5.44)

cos wot F(coswot)

AW(A , ,
VAAVARVAIVEEE T

Slika 5.27: Signal coswot in njegov spekter F(coswot) = md(w — wp) + 7 (w + wo)

Komentar

Na sliki 5.27 in iz izraza (5.44) je razvidno, da je spekter signala coswgt od nié
razli¢en le pri frekvenci wg in njeni zrcalni frekvenci —wg. Ker je coswyt sinusno ni-
hanje s frekvenco wy, je to razumljivo. Neomejena vrednost spektra pri frekvencah
wp in —wp pa je posledica tega, da Fourierova transformacija po velikosti opisuje
le gostoto amplitude. Ker je v tem primeru, ko gre za periodi¢ni signal, amplituda
sinusnega nihanja, vsebovanega v signalu pri frekvencah wy in —wy, konéna (%),

je gostota amplitude (ﬁ) neomejena.

5.6.1 Fourierova transformacija periodi¢nih signalov, ki jih
lahko zapiSemo s Fourierovo vrsto

Naj bo f,(t) periodi¢ni signal s periodo Ty, ki ga lahko zapisemo s Fourierovo
vrsto:

o0

) = Z F(n)eimot wo:f)'

n=—oo
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Uporabimo razmisljanje, ki smo ga uporabili v primeru 5.9,
1-ed™ot & 278(w — nwo) ,

ter upostevajmo linearnost Fourierove transformacije:

F(fo(t) = Fplw) = 2r > F(n)d(w — nwo) . (5.45)

n=—oo

Komentar

Za vsak signal, ki ga lahko zapisemo s Fourierovo vrsto, lahko dolo¢imo tudi nje-
govo Fourierovo transformacijo. Fourierova transformacija periodi¢nega signala je
v tem primeru predstavljena z neskonéno vsoto produktov koeficientov Fourierove
vrste F'(n) in enotinih impulzov pri zamikih nwg. Pritem je wp osnovna harmonska
frekvenca signala.

Primer 5.10
Dolo¢imo Fourierovo transformacijo periodi¢ne funkcije 7, (¢) :

on,(t) = i 3(t — nTy) .

n=—oo

Resitev
Iz (4.41) vemo, da velja

1

S (t) e Aln) =g

Po (5.45) dolo¢imo Fourierovo transformacijo o, (¢) :

F(On ) = QT—Z D 6w = nwo) = wo Gy (@) - (5.46)

n=—oo

Komentar
Fourierova transformacija periodi¢ne funkcije dr, (t) je periodiéna funkcija d, (w),
kar pomeni, da je periodi¢na funkcija o7, (¢) invariantna na Fourierovo transfor-

—at?

macijo. Enako smo ugotovili tudi za signal Fe v primeru 5.2 na strani 104.
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6T0 (t)
*j—’o 0 '1'_'0 QTO t
]'-(5T0 (t))
—wo O U.;O 2(4)0 3UJO 4UJO w

Slika 5.28: Periodi¢na funkcija 7, (t) in njena Fourierova transformacija F (&, (t))
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6. Korelacija in konvolucija neperiodi¢nih
signalov

6.1 Korelacija neperiodi¢nih signalov

Podobno kot pri periodi¢nih signalih (glej razdelek 4.1) definiramo korelacijo tudi
pri neperiodiénih signalih. Korelacija ¢;;(T) neperiodi¢nih signalov f;(t) in f;(t)
je doloc¢ena z izrazom

“+o00
pij(T) = / fi(t) f;(t+7)dt .

— 00

Ce sta signala f;(t) in fj(t) energijska signala, obstaja ;;(7) za vsak 7 in je
neperiodicen signal.

Vsi energijski neperiodi¢ni signali tvorijo vektorski prostor, saj je vsota dveh ener-
gijskih signalov zopet energijski signal in produkt energijskega signala s skalarjem
(kompleksno ali realno konstanto) tudi energijski signal. Podobno, kot smo o tem
ze govorili v poglavjih 2 in 4, pa tudi za ta vektorski prostor velja, da lahko v njem
definiramo skalarni produkt:

(1), y(t)) = / «(t) - gDt (6.1)

Iz zveze 6.1 sledi, da lahko korelacijo neperiodi¢nih signalov predstavimo kot ska-
larni produkt:

@ij (1) = (f;(t +7), (1)) - (6.2)
Kot pri korelaciji periodi¢nih signalov, lo¢imo med dvema moznostima.
Ce je fi(t) # f;(t), korelacijo p;;(7) imenujemo krizna korelacija,

ko pa je fi(t) = f;(t), @:ii(7) imenujemo avtokorelacija.

131
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6.1.1 Lastnosti avtokorelacije

+oo
¢mﬁ%:/ T filt + 7t (6.3)

— 00

6.1.1.1 Hermitova simetrija

@ii(—7) = @i () (6.4)

Izpeljava
Zvezo izpeljemo podobno kot za periodi¢ne signale. Glej podrazdelek 4.1.2.2 na
strani 75.

Posledica
Ce je signal f;(¢) realen (f;(t) € R), potem je tudi avtokorelacija y;; realna in zato

@ii(_T) = ()0”(7') . (65)
V tem primeru je torej avtokorelacija soda funkcija.

Komentar

Lastnost Hermitove simetrije dejansko pomeni, da je potek avtokorelacije natanko
dolocen dologen z njenimi vrednostmi na pozitivni (ali negativni) strani ¢asovne
osi.

6.1.1.2 Energija signala f;(t)

¢i(0) = Ef, (6.6)

Izpeljava
Vstavimo 7 = 0 v izraz, ki dolo¢a avtokorelacijo:

+oo +oo
wmm:/ ﬁ@ﬁ@ﬁ:/ (1) 2t = By,

— 00 —

Vrednost avtokorelacije pri 7 = 0 je enaka energiji signala f;(t).

6.1.1.3 Frekvenéna predstavitev o;;(7)

0ii(7) ¢ ¢ii(w) = |Fi(w)|? (6.7)
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Izpeljava
Izpeljimo povezavo med spektroma F;(w) in ¢;;(w), tako da dolo¢imo inverzno
Fourierovo transformacijo spektra |F;(w)[?. Pri tem upostevajmo, da je

Foo_
Fi (w) = / fz (t)GJWtdt

—0Q0

in kasneje zamenjajmo vrstni red integriranja:

1 [t

FUEWP) = 5 [ FwFwdw
+o0o +oo
= % Fl(w){/ ﬁ-—(t)ej”tdt}ejwdw

/+oo fz(t){% /+°° Fi(w)ej”(“”)dw}dt

+oo
= / fi) fi(t + 7)dt = @i (T) .

—00

Posledice
Zaradi lastnosti ¢;; (w) = |F;(w)|? je kompleksni spekter ¢;;(w) realen in nenegati-
ven in zato:
[Pii(W)] = dii(w),
9“‘ (w) = 0.

m Avtokorelacija ¢;;(7) je neperiodicen signal s faznim spektrom, ki je enak 0.

m Avtokorelacija ;;(7) je dolocena le z |F;(w)| in je zato neodvisna od poteka
faznega spektra ©;(w) signala f;(t).

To lastnost lahko s pridom uporabimo takrat, ko zelimo iz signala f;(t) izlo¢iti
vpliv, ki ga ima na potek signala njegov fazni spekter. Hkrati pa neodvisnost
avtokorelacije od faznega spektra izvornega signala pomeni tudi, da preslikava

fi(t) — @ui(T)

ni povratno—enoli¢na. Enako kot za periodi¢ne signale tudi v tem primeru velja,
da vsi neperiodicni signali, ki se med sabo ujemajo v spektru amplitudne gostote,
doloc¢ajo enako avtokorelacijsko funkcijo.

Poseben primer te lastnosti sta neperiodi¢na signala v relaciji
fit) = filt —to) .

Kot smo pokazali v (5.25), sta spektra amplitudne gostote dveh takih signalov
enaka |F;(w)| = |Fj(w)] in je zato

©ji(T) = wi(T) .
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Zapisimo ¢;;(7) kot inverzno Fourierovo transformacijo njenega kompleksnega
spektra ¢;; (w),

1 [t ,
i (1) = %/_OO ¢ii(w)e?Tdw |
in poglejmo, kaj dobimo, ¢e je 7 = 0:
1 [t
@i (0) = %[m Pii(w)dw . (6.8)

m Kot sledi iz (6.6), vrednost ¢;;(0) predstavlja ravno energijo signala f;(¢).
Enacbo (6.8) imenujemo Parsevalova enacba za neperiodicne signale.

Od tu razberemo tudi fizikalni pomen kompleksnega spektra avtokorelacije. Zaradi
nenegativnosti spektra ¢;;(w) in ker je njegov integral preko cele frekvenéne osi
(6.8) ravno energija signala f;(¢), lahko

% (725” (w)dw

interpretiramo kot del energije, ki je vsebovan v signalu f;(¢) pri frekvenci w. Ce
energijo delimo s Sirino frekvenénega intervala dw, kjer je dolocena, tak kvocient
predstavlja energijsko gostoto:

% @i (w)dw

1
dw o $is(w) -

Vpliv konstantnega faktorja % tu nima bistvenega pomena. Zato obicajno kar
sam spekter ¢;;(w) imenujemo spekter energijske gostote signala f;(t). Spekter
¢ii(w) pove, kako je v signalu f;(t) porazdeljena energija v odvisnosti od frekvence
w.

6.1.1.4 Maksimalnost

©ii(0) 2 |pii(7)] (6.9)

Izpeljava

Ker neperiodi¢ni energijski signali tvorijo vektorski prostor, v katerem lahko dolo¢i-
mo skalarni produkt (6.1), za dokaz enako kot pri periodiénih signalih! uporabimo
Schwartzovo neenacbo:

(T, 7P =(z.2) (3,%).

1Glej podrazdelek 4.1.2.7 na strani 78.
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6.1.1.5 Zveznost

Avtokorelacija ¢;;(7) je zvezna funkcija, e je le energijski signal f;(t) omejena in
vsaj odsekoma zvezna funkcija.

Utemeljitev

Zgornji sklep utemeljimo podobno kot pri periodi¢nih signalih. Avtokorelacija je
zvezna funkcija, ker je definirana z dolo¢enim integralom integranda, ki je omejena
in odsekoma zvezna funkcija.

Primer 6.1
Signal f;(¢) (slika 6.1) naj bo pravokotni impulz $irine b in visine E zamaknjen iz
sode lege za ¢asovni zamik t;:

E, —S+ti<t<+5+1
£ = 2 2
0, drugod .
fi(t)
E
b b
—§+ti 0 §+tit

Slika 6.1: Signal f;(t)

Dolocimo njegovo avtokorelacijo ¢;;(7) in spekter energijske gostote ¢;;(w) ter
narisimo njuna poteka.
Resitev

Ker je signal f;(t) realen, je
+oo
—00

Vzemimo 0 < 7 < b. V tem primeru je signal f;(t + 7) zamaknjen v levo glede
na signal f;(t), da se njuna nenicelna dela 3e delno prekrivata (slika 6.2). S slike
lahko razberemo, da je v tem primeru

901'1‘(7') = E2(b—7') .
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g2 i) filt+7)

N 20 I

A
S
v

Slika 6.2: Signala f;(¢) in f;(t + 7) ter njun zmnozek pri 0 < 7 < b. Povrsina
sivo oznaCenega pravokotnika predstavlja vrednost ¢, (7).

Ce je 7 > b (slika 6.3), je f;(t)fi(t +7) = 0 in zato tudi

N
2

A
S
\Z

Slika 6.3: Signala f;(t) in f;(t+7) pri7T > b

S tem smo dolo¢ili vrednosti ¢;;(7) za vse pozitivne 7. Ker je avtokorelacija
realnega signala soda funkcija (6.5), lahko od tod z zrcaljenjem preko ordinatne
osi dolo¢imo njen potek tudi za negativne 7 (slika 6.4):

E2(b—|7]), —-b<T<+b
wi(T) =
0 , drugod
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1z slike 6.4 je razvidno tudi:

— potek ;;(7) ni odvisen od zamika ¢;,
— ii(0) je najvec¢ja vrednost avtokorelacije in
— ii(7) je zvezna, Ceprav je signal f;(t) le odsekoma zvezen.

@ii(T)
E?b

Slika 6.4: Avtokorelacija ;;(7) signala f;(¢)

Poglejmo 8e frekvenéno predstavitev avtokorelacije: ¢;; (7).

$ii(w) = F(pii(T)) -
Iz lastnosti (6.7) sledi, da je
ii(w) = |Fi(w)[*.
|Fi(w)| signala f;(t) smo ze dolocili v primeru 5.4 na strani 109:

in @b
S11 2
wb

2

|Fi(w)| = Eb

Spekter energijske gostote ¢;;(w) je zato (glej tudi sliko 6.5) enak

sin < ?

2

6.1.2 Lastnosti krizne korelacije

—+o0

i (1) = / R0 £t + 7)dt

137

(6.10)
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e ] #4)

Slika 6.5: Kompleksni spekter ¢;;(w) avtokorelacije o;;(7))

6.1.2.1 Antisimetri¢nost

©5i(T) = @ij(—T) (6.11)

Izpeljava
To lastnost izpeljemo na podoben nacin, kot smo to naredili pri periodi¢nih signalih
v podrazdelku 4.1.1.4 na strani 72.

Posledica
V primeru, ko sta signala f;(t) in f;(¢) realna, se lastnost Se poenostavi:

©ji(T) = i (=) . (6.12)
Komentar

7 zamenjavo vrstnega reda signalov pri dolo¢anju krizne korelacije se potek krizne
korelacije le prezrcali. Realni del preko ordinatne osi, imaginarni del pa skozi
koordinatno izhodisce.

6.1.2.2 Frekvenc¢na predstavitev ¢;;(7)

0ii (1) ¢ ¢ij(w) = Fi(w) - Fj(w) (6.13)

Izpeljava
Podobno kot pri avtokorelaciji izpeljimo povezavo med spektroma F;(w) in F}j(w)
ter ¢;;(w), tako da dolo¢imo inverzno Fourierovo transformacijo produkta spektrov

Fi(w) - Fj(w). Pri tem upostevajmo, da je

oo
Fi(w) = / fi(t)el“tdt

— 00
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in kasneje zamenjajmo vrstni red integriranja:

+oo )
FURE Bw) = 5 [ Tk
B % o FJ(W){/+Osz—(t)ejwtdt}erwa

- / o { % / “p <w>ejw<t+7>dw}dt

“+o0
_ / T f5(t + 7)dt = () -

— 00

6.1.2.3 Podobnost med signaloma f;(¢) in f;(t)

Skalarni produkt je relacija, ki v vektorskem prostoru, kjer je definirana, opisuje
medsebojno usmerjenost vektorjev. Velikost obicajnega skalarnega produkta v
ravnini je odvisna od ostrega kota, med vektorjema in od njune velikosti:

(z,y) =1z Iy || coso.

Ce sledimo spreminjanju vrednosti skalarnega produkta le glede na medsebojno
usmerjenost vektorjev, ima skalarni produkt absolutno najvecjo vrednost, ko sta
vektorja vzporedna, in vrednost 0, ko sta vektorja pravokotna.

Kot smo videli v (6.2) lahko krizno korelacijo predstavimo kot skalarni produkt
signalov f;(¢t + 7) in f;(¢). Kako bi lahko velikost krizne korelacije interpretirali
glede na zgornji razmislek?

Ce privzamemo interpretacijo, da je vrednost skalarnega produkta merilo, kako
"podobno” sta dva vektorja “usmerjena”, lahko krizno korelacijo signalov f;(t)
in f;(t) razumemo kot merilo za medsebojno podobnost signalov v odvisnosti od
casovnega zamika 7 drugega signala proti prvemu. Ker je pripis “smeri” signalu
precej abstrakten, opis krizne korelacije signalov kot merilo za podobnost signalov
izpeljimo Se iz mere za razdaljo, ki jo implicira skalarni produkt.

Vsak vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt, je tudi metricen
vektorski prostor. Razdaljo med vektorjema lahko vedno definiramo s skalarnim
produktom:

E(@7) =17 - TP~ (7 - 7.

Razélenimo zgornjo zvezo:

d2(?7 ?) = <?7 ?> + <?a ?> - <?7 ?> - <?a ?>
= <?7?>+<?5?>_<?7? _W
- (x,x>+<y,y —2R€<I,y)
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Ce za vektorja 7 in y vzamemo realna signala fit+7)in fi(¢), iz (6.2) in (6.6)
dobimo

d*(fi(t+7), fi(t) = ©;;(0) + i (0) — 2Re(pi; (7)) - (6.14)

Ker je (6.14) izraz za kvadrat razdalje, je vedno nenegativen. Pozitivna pa sta tudi
¢lena ¢;;(0) in ¢,;(0) na desni strani enacbe, saj predstavljata energiji signalov
fi(t) in f;(t). Iz enacbe (6.14) torej sledi naslednji sklep:

Velika razdalja med signaloma f;(¢) in f;(¢) pomeni, da bo vrednost realnega dela
njune krizne korelacije ¢;;(7) majhna in obratno.

Ta sklep dodatno utemelji interpretacijo, da lahko krizno korelacijo med signali
uporabimo kot mero za njihovo podobnost, v smislu, da ve¢ja podobnost med
signaloma pomeni hkrati manjSo razdaljo med njima in obratno.

Pri obdelavi signalov zato krizno korelacijo velikokrat uporabimo za identifikacijo
dolocenih tipov signalov, tako da poiS¢emo najvecje vrednosti kriznih korelacij
neznanega signala s prototipi signalov, ki pripadajo razli¢nim skupinam signa-
lov. Neznan signal potem pripisemo tisti skupini signalov, za katero je maksimum
krizne korelacije s prototipnim signalom najvecji. Krizno korelacijo pa lahko upo-
rabimo tudi pri poravnavi dveh signalov, tako da pois¢emo zamik 7, pri katerem
je vrednost krizne korelacije najvecja (primer 6.3).

6.1.2.4 Zveznost

Krizna korelacija ¢;; (1) je zvezna funkcija, ¢e sta le energijska signala f;(¢) in f;(t)
omejeni in vsaj odsekoma zvezni funkciji.
Utemeljitev

Zgornji sklep utemeljimo podobno kot pri avtokorelaciji.

Primer 6.2
Za signala x(t) in y(¢) (slika 6.6) dolo¢imo njuni krizni korelaciji @gy(7) in @yq(7)
in skicirajmo njun potek:

b b
{ A, —i<t<+3

0, drugod ,

-B, -i<t=o0

y(t) = +B, 0<t<+4b
0, drugod

Resitev
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Slika 6.6: Potek signalov z(t) in y(t)

Vzemimo najprej, da je T pozitiven in manjsi od % 0<r< %) Situacijo ponazar-
ja slika 6.7. Integral zmnozka x(t)y(t+7) je enak vsoti plos¢in dveh pravokotnikov:

cpmy('r):AB'g—AB'(ng):ABoT.

t)-y(t+
AB__:E() y(t+7)
(t) y(t+7)
\ AT
: : 0 3 t
' I <T-
L k5>
—AB

Slika 6.7: Potek signalov z(t) in y(t + 7) ter x(t) - y(t +7) za 0 < 7 < %
Ceje 2 <7 <b (slika 6.8), je

Qay(T) =AB-(b—7) .
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Slika 6.8: Potek signalov z(t) in y(t + 7) ter z(¢t) - y(t + 7) za % <71 <b

Ko pa je 7 > b (slika 6.9), je z(t)y(t + 7) = 0 in zato

Oay(T) =0

N
)
[NJISY
~~

Al
\\'

Slika 6.9: Potek signalov z(t) in y(t + 7) za 7 > b.

Za dolo¢itev vrednosti ¢, (7) za negativne 7 lahko upostevamo simetrije signalov
x(t) in y(t):

z(=t)==z(t) in  y(-t)=-yt)
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ter uporabimo naslednji sklep:

z(t) +— X(w)=Cw)eR in C(~w) =C(w),
y(t) «— Y(w)=jD(w)el in  D(-w)=-D(w),
Oay(T) ¢ ¢py(w) =jC(w)D(w) €1 in Doy (—w) = =gy (W) .

Ker je kompleksni spekter ¢4, (w) liha imaginarna funkcija, je ¢qy(7) liha funkcija:
Pay(—T) = —pay(T) .
Vrednosti krizne korelacije ¢4, (7) so zato za vse 7 (slika 6.10) dolocene z

~AB-(b+71), —-b<T<-%

2
() = AB-1t f%<'r§+%
Py - AB-(b—1), +3 <7 <+b
0 , drugod .
Pay(T)
ABb |
2
—b
b b
-3 0 5 b T
_ABb
2

Slika 6.10: Potek krizne korelacije @zy ()

©Yay(T) je zvezna funkcija. Maksimum doseze pri 7 = %. Ce interpretiramo krizno
korelacijo kot mero podobnosti, to pomeni, da sta si signala x(¢) in y(t) najbolj
podobna, ko zamaknemo signal y(t) za % v levo.

Situacijo ponazarja slika 6.11. Zavedati se moramo, da s krizno korelacijo oce-
njujemo podobnost signalov z(t) in y(¢t + 7) povsod tam, kjer sta signala hkrati
razlicna od 0. V primeru, ko je 7 = %, je to casovni interval —% <t<0 V
tem primeru tako pri signalu x(¢) kot tudi pri signalu y(¢t + 7) dobimo pozitiven
pravokotni impulz, kar za pozitivne vrednosti zamika 7, ki so manjse od g ne velja.
Ce je g < 7 < b, se na intervalu, kjer sta signala hkrati razlicna od 0, ta situa-
cija ohranja. 7 vecanjem zamika 7 pa se hkrati krajsa Sirina impulzov in s tem
zmanjsa njihova energija, ki tudi vpliva na velikost korelacije. Ta pri zamiku 7 = b
doseze vrednost 0. Liho simetricen potek korelacije ¢, (7) dobimo za negativne
vrednosti parametra 7. Negativna vrednost korelacije pri tem pomeni, da gre sicer
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za podobne vendar "nasprotno usmerjene” signale. @g,(7) doseze minimum pri
T = f%, to je, ko na intervalu 0 < ¢ < % primerjamo dva pravokotna, nasprotno
predznacena impulza.

Slika 6.11: Potek signalov xz(t) in y(t + %) ter z(t) - y(t + %)
Primer 6.3
Poglejmo si prakti¢en zgled uporabe krizne korelacije neperiodi¢nih signalov pri
dolo¢anju ¢asovne poravnave dveh signalov. Pri zbiranju govornih posnetkov za
korpus govornih podatkov, ki smo ga kasneje uporabljali za u¢enje in preizkusanje
sistemov za samodejno razpoznavanje govora [1], smo se odlo¢ili, da bomo podatke
zbirali tako, da bomo govor snemali hkrati preko telefonske zveze in preko kvalite-
tnega sistema za zajemanje akusticnih signalov. Na ta nacin smo zZeleli pridobiti
vzporedni korpus podatkov, ki bo omogocal studij vpliva telefonske povezave na
uspesnost samodejnega razpoznavanja govora.

Racunalnisko omrezje

Telefonska zveza
Slika 6.12: Arhitektura sistema za vzporedno zajemanje govornih podatkov

Arhitektura sistema za zajemanje podatkov je prikazana na sliki 6.12. Ker smo
signale digitalizirali na dveh loc¢enih racunalnigkih sistemih, je prilo do problema
sinhronizacije posnetkov. V digitalnih zapisih posameznih posnetkov so se po-
javljali nepredvidljivi ¢asovni zamiki (slika 6.13), ki smo jih zaradi primerljivo-
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sti obeh podatkovnih zbirk in kasnejse primerljivosti eksperimentalnih rezultatov
zeleli izlocCiti oziroma posamezne vzporedne zapise med sabo ¢asovno sinhronizi-
rati.

m;(t)
9 ty <
0 t
te(t)
0 t

Slika 6.13: Poteka govornega signala m;(t) in te(t), zajetega preko mikrofon-
skega in telefonskega vmesnika. tg je ¢asovni zamik med posnetkoma.

@mie(T)
Pt (~Tmaz) 2 [ @mor. (7)) t
ANAA~NA T VvVVVV LAVAVAZVARRA AR A 0 7

D S— —Tmaz ——————U—

Slika 6.14: Krizna korelacija ¢m,;t. (7) med mikrofonskim in telefonskim signa-
lom. S Tmae je 0znacen Casovni zamik 7, pri katerem krizna korelacija @m,; ¢, (T)
doseze maksimum. Tigz & to .

Resitev

Detekcija zacetka govora na osnovi povecane energije in podobnih parametrov se je
izkazala za nezanesljivo zaradi vpliva Suma in moznosti, da se na zacetku govora
pojavijo glasovi z relativno majhno glasnostjo. Tako na primer glasova f in h,
ki ju izgovorimo v osami, zlahka zamenjamo z zvokom, ki ga ustvarimo z malo
moc¢nejsim dihanjem ali kaksno drugo Sibko izrazeno akusti¢no motnjo.



146 6. KORELACIJA IN KONVOLUCIJA NEPERIODICNIH SIGNALOV

Z uporabo krizne korelacije obeh hkrati zajetih signalov pa smo lahko — zaradi
njene globalne odvisnosti od poteka obeh signalov — zelo zanesljivo izvedli po-
ravnavo. Casovni zamik Tae, kjer je vrednost korelacije najveéja (slika 6.14),
potrebno zakasnitev za uskladitev poteka signalov zelo natan¢no doloca.

6.2 Konvolucija neperiodi¢nih signalov

Konvolucija 9;;(T) neperiodiénih signalov f;(¢) in f;(¢) je definirana z izrazom

+oo
gMﬂ:/ Fi0 £ — t)dt (6.15)

— 00

Izraz (6.15) velikokrat simboli¢no zapisemo kot

0ij (1) = fi(T) * fi(7) .

Konvolucija g;;(7) neperiodi¢nih signalov je dolo¢ena za vsak 7 v primeru, ko sta
fi(t) in f;(t) energijska signala, in je neperiodicen signal.

6.2.1 Lastnosti konvolucije neperiodi¢nih signalov

6.2.1.1 Premik po casovni osi

Qij(’r — t()) = fz(T — t()) * fj(’l') (616)
Izpeljava

Ko v definicijsko enacbo (6.15) za prvi clen vstavimo signal f;(7 — o) in uvedemo
novo integracijsko spremenljivko ¢’ = t — tg, dobimo:

+oo
Fir —to) # £5(7) / filt — to) f3(r — t)dt

—0Q0

+o0
/ fi(t,)fj (1 — (tlth()))dt/

—0Q0

+oo
/ fz(t’)f](('r — t()) — t/)dt/ gij('r — t()) .

— 00
6.2.1.2 Simetri¢nost

0ij (1) = fi(m) * [f3(7) = fi(7) * fu(T) = 0j(T) (6.17)
Izpeljava

Zvezo izpeljemo na podoben nacin, kot smo to storili za periodi¢ne signale. Glej
podrazdelek (4.2.1.3) na strani 86.
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6.2.1.3 Frekvenc¢na predstavitev g;;(7)

0i(7) «— Rij(w) = Fi(w) - Fj(w) (6.18)
Izpeljava

Izhajajmo iz definicije Fourierove transformacije (5.7) in konvolucije (6.15) ter
zamenjajmo vrstni red integriranja po ¢t in 7:

R = [ esterrar= [ :O{ [ ros - t)dt}ewczr

/:O fi(t){/:o fi(r — t)e_j“”dr}dt.

Ko uvedemo novo spremenljivko s = 7 — ¢, dobimo:

/+OO fi(t){/+oo fj(S) e—jW(s-‘rt)ds}dt
/+OO fi(t){/+oo fi(s) e_j“’sds}e_j“’tdt

+oo
= @) [ O = R )

Rij(w)

6.2.1.4 Frekvenc¢na predstavitev zmnozka f;(t) - f;(t)

1
fi(@®) - £;(t) +— Py F;(w) * Fj(w) (6.19)
Izpeljava
Zapisimo izraz za F ! (% Fi(w) * F; (w)), zamenjajmo vrstni red integriranja in
uvedimo novo spremenljivko s = w — u:

(g r@en@) = 5[ { o[ RwRe- u)du}eﬂ‘wtdw

2m 2 oo oo

1 [t 1 [t ;
= — Fi(u) — Fj(w —u)e’dw pdu

2 21

—00 —00
1t 1t , ;
= — F;(u) —/ Fj(s)e’*'ds pe’"* du
27 J_ 2 J_

= fit)- f;(1) -

6.2.1.5 Zveznost

Konvolucija g;;(7) je zvezna funkcija, ¢e sta le energijska signala f;(¢) in f;(t)
omejeni in vsaj odsekoma zvezni funkciji.
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Utemeljitev

Zgornji sklep utemeljimo podobno kot pri korelaciji signalov.

6.2.1.6 Zveza med korelacijo in konvolucijo

pij (1) = fil=7) * f3(7) (6.20)

Izpeljava

Zvezo lahko izpeljemo na enak nac¢in kot pri periodi¢nih signalih. Glej podrazdelek
4.2.1.6 na strani 87.

Komentar

Korelacija ¢;;(7) bo potemtakem enaka konvoluciji g;;(7) le, ¢e bo
fit) = fi(—t) .

Ce je signal f;(t) realen, bo enakost veljala, ce je f;(t) soda funkcija:
fi(t) = fi(—t) .

Do enakih zakljuckov bi prisli, ¢e bi primerjali kompleksna spektra korelacije in
konvolucije:

¢ij(w) = Fi(w) - Fj(w), Rij(w) = Fiw) Fw).

Iz primerjave spektrov sledi, da sta spektra amplitudne gostote korelacije in kon-
volucije enaka:

|ij (w)] = |Rij(w)] -
Primer 6.4
Vzemimo signala f;(t) in f;(¢) (slika 6.15) ter dolo¢imo njuno krizno korelacijo
©i;(7) in konvolucijo ;;(7):

Ae ™ t>0 , A,a>0
L) = { 0 , drugod,

Be™ t>0 , B,b>0
fit) = { 0 , drugod.

Resitev

Krizna korelacija ¢;;(7) je definirana z izrazom (6.10)
+oo
oo = [ 1O 1+

Iz poteka signala f;(t + 7) za pozitivne in negativne vrednosti 7 (slika 6.16) raz-
beremo interval, kjer je produkt f;(¢) f;(¢t + 7) razli¢en od O0:
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fi(t)

Slika 6.15: Potek signalov f;(t) in f;(t)

fi(t)

AN

—T 0 —T t

<>
7>0 7<0
Slika 6.16: Potek signalov f;(t) in fj(t+7) za 7 <0in 7 > 0.
fi@) fit+71)#0&t>0,¢ejeT>0
in
fi@®) fit+71)#0t>—7 ,CejeT<O0.

Potek ¢;;(7) dolo¢imo najprej za pozitivne vrednosti 7:

¢ij () / fi(t) fj(t-f—T)dt:/ Ae—9 Be b0+ gy
0 0

oo (oo}
— AB ebe/ 67(a+b)t dt = — AB ebe 67(a+b)t
0 a -+ b 0
_ AB —br
a+b
Zdaj naj bo T negativen:
oo [ee]
eij(r) = AB e_bT/ e~ gy -~ AB b (st
— a ,

_ AB e—bT e(a+b)7' — AB a7 .
a+b a+b

149
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Tako je krizna korelacija preko cele ¢asovni osi dolocena z

f—fb e, 750
@ij(T) - ;4_5) e_bT - z 0.
Njen potek je podan na sliki 6.17.
©i;(T)
AB
a+b
0 T

Slika 6.17: Potek krizne korelacijje ¢;;(7)

Dolo¢imo 8e konvolucijo signalov f;(¢) in f;(t). Po (6.15) je

+oo
0i(T) = /_ fi@) fi(T —t)dt .

S slike 6.18 razberemo interval, na katerem je produkt signalov f;(t)f;(t — t)
razlicen od 0:

fit) fi(t—t)=0 <= =zavsak t, Ceje 7<0
in
fi@®) fi(t—t)#0 <= 0<t<rT,ceje 7>0.

Za negativne 7 je torej 0;;(7) = 0. Za pozitivne vrednosti T pa velja:

0if(1) = /OT fi(t) fi(m — t)dt = /OTAe‘”Beb(Tt)dt

— AB e—bT /T e(b—a)t di = bAB e—bT e(b—a)t
0

0

AB

A_B e—bT (e(b—a)T _ 1) — — (e—aT _ e—bT) )

b—a
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-y AN TV

D

Tﬁ
l

7<0 7>0

Slika 6.18: Potek signalov f;(t) in f;(t —t) za7 < 0in 7 > 0.

0i5(7)

Slika 6.19: Potek konvolucije g;;(7)

Konvolucija je torej enaka

0 , 7=0
0i;\T) =
i) li—i(e“”—e_l”), 720.

njen potek pa je razviden s slike 6.19.

151

Rezultat za pozitivne 7 je nedoloen za primer a = b. Ce izhajamo iz definicijskega

integrala za konvolucijo (6.15), v tem primeru dobimo:

0ii(7) = /OT fi®) f5(r = t)dt = /T Ae~t Bemalr=t) gy

0

T

= AB e_‘”/ dt =ABe Tt
0

0

Tudi v tem primeru je potek konvolucije tak, kot je prikazan na sliki 6.19.

Komentar

=ABe Y1

Iz primerjav potekov ;;(7) in g;;(7) na slikah 6.17 in 6.19 je razvidno, da gre
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za dva povsem razli¢na signala. Kot smo ugotovili v podrazdelku 6.2.1.6, pa sta
njuna spektra amplitudne gostote enaka.

6.2.2 Predstavitev Fourierovega integrala

Zapisimo Fourierov integral za nek poljuben signal f(t), ki zados¢a Dirichletovim

pogojem?, zamenjajmo vrstni red integriranja in upostevajmo, da je 6(t) «— 1 :
1 +oo +oo ) )
&) = — / f(D)e 7T dr el dw
27T —00 —00

/_:O f(T){% /_:o ejw(t—r)dw}dr = /_:O F(r)o(t —T)dr .

Funkcija 6(t) je potemtakem enota za konvolucijo:

f@)=f@t)=o(¢) . (6.21)

Podobno lastnost (4.38) smo pri obravnavi periodi¢nih signalov ugotovili za peri-
odi¢no konvolucijo dp(t).

Ker je konvolucija simetri¢na in 6(t) = §(—t), velja tudi
J(&) = f(8) % 6(t) = 6(t) = f(t) = 6(=t) x f(£) = sr(t) - (6.22)

Funkcija 6(t) je torej tudi enota za racunanje krizne korelacije, ¢e v njej nastopa
kot prvi faktor.

6.2.3 Casovni izrez signala in njegov spekter

Recimo, da zaradi posebnih okoligéin informacijo o poteku signala f(¢) lahko prido-
bimo le na kon¢nem ¢asovnem intervalu (—%, —l—%), ki predstavlja le del ¢asovnega
obmodja, na katerem je f(t) razlicen od 0. Tak del signala imenujemo ¢asovni
izrez signala f(t) in ga oznac¢imo z g(t):

" ft), -t<t<+?
g =
0, drugod .

Zvezo med signaloma f(t) in g(t) lahko zapisemo tudi z enacbo

g(t) = w(t)- f(t), (6.23)
kjer je

2Glej razdelek 5.2.2 na strani 100.
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2
g(t)
—b 0 b t
w(t) A

ole
o
[NJSY
~+

Slika 6.20: Casovni izrez g(t) signala f(t) z okensko funkcijo w(t)

pravokotni impulz. V takem primeru funkcijo w(t) imenujemo tudi okensko funk-
cijo. Postopek obdelave signala z okensko funkcijo je ponazorjen na sliki 6.20.

Iz lastnosti (6.19) sledi zveza
Gw) = iI/V(o.z) * F(w)
T2 '

Vzemimo, da bi zeleli iz poteka signala g(¢) ¢im bolje oceniti spekter F(w). Ker
je (6.21) funkcija 6(w) enota za konvolucijo, bi bila ocena spektra brez napake v
primeru, ko bi veljalo, da je

W(w) =d(w) .

Ce je okenska funkcija pravokoten impulz, se bo to zgodilo, ko se bo impulz spre-
menil v konstanto (5.43), to je pri b = co. Po drugi strani pa se pojavi vprasanje,
ali lahko oceno spektra izboljsamo pri vnaprej predpisani §irini okna b tako, da
uporabimo druga¢no okensko funkcijo w(t). Smiselno vodilo pri tem je, da naj bo
spekter W (w) signala w(t) ¢im bolj podoben funkciji §(w).
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Postopki za dolo¢anje okenskih funkeij [2] obi¢ajno temeljijo na tem, da stremi-
jo k ¢im ozjemu osnovnemu impulzu spektra na obmocju do padca amplitud za
3 dB, k tem ve¢jemu razmerju med globalnim maksimumom W (0) in najvecjim
lokalnim maksimumom spektra W (w) izven glavnega loka ter izpolnitvi se kaksnega
specificnega pogoja, kot so na primer razvrstitev leg nicel okenske funkcije in
hitrosti padanja amplitud stranskih lokov (slika 6.21).

T W)l

Sirina 2b

N

Sirina b

_ 27 0 2 w
<d >

Slika 6.21: Spektra okenske funkcije pravokotnega okna |Wp(w)| pri dveh
razli¢nih Sirinah okna (sivo - Sirina b, €¢rno - Sirina 2b). Z d in v sta oznacena
parametra okenske funkcije, ki ju zelimo optimirati.

Kot lahko razberemo s slike 6.20, pridobi s pravokotnim oknom izrezan signal g(t)
obi¢ajno vecje ali manjse nezveznosti na robovih, ki jih prvotni signal f(¢) nima.
Posledi¢ne razlike v spektrih obeh signalov so zato opaznejse v vigje—frekvenénem
podrocju, kjer je spekter |G(w)| tipi¢no vedji od spektra |F(w)|. Oblike primer-
nejsih okenskih funkcij so zato take, da njihove amplitude, ko se priblizujemo
robovom okna, padajo proti 0. Izkaze se, da je vcasih za oknjenje primerneje
izbrati kar trikotno okno, katerega spekter smo doloéili v zgledu 6.1 (slika 6.5).
Pri obdelavi signalov s tem namenom velikokrat uporabljamo Hammingovo okno
wp(t) (slika 6.22), za katerega smo Fourierovo transformacijo dolo¢ili v primeru
5.5 na strani 112:

0,54+0,46c0s27“t, f%<t<+%
’LUH(t) =
0 , drugod .

Za specificne probleme pri obdelavi signalov je bilo predlaganih ze veliko tipov
okenskih funkcij. Za podrobnejsi opis glej na primer [3].
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1,0 _Lwn(®)

|
rolo

0,54 b | W (w)]

4 0 T w

Slika 6.22: Hammingova okenska funkcija wg (¢) in njen spekter amplitudne gostote |Wg (w)|

Primer 6.5
Na sliki 6.23 je prikazana ocena spektra logaritma amplitudne gostote izseka

zvenecega dela govornega signala z uporabo pravokotnega in Hammingovega okna.
Opazna je razlika v oceni vi§je—frekvencnega dela spektra.
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9p(t) log |G (w)]

M ﬂﬂ | w

o U“AVAVWA"’ Lo >

log |G (w)]

bto w

o

Slika 6.23: Oceni spektra govornega signala glasu a s pravokotnim log |Gp(w)| in
Hammingovim oknom log |G g (w)|. Pri tem je b = 20 ms Sirina okenske funkcije,
gp(t) je izrez govornega signala s pravokotnim oknom, gy (t) izrez govornega si-
gnala s Hammingovim oknom, W = 27 -8 kHz pa frekvencna Sirina ocene spektra.
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7. Nakljuéni signali

7.1 Splosni pojmi

Do fizikalne opredelitve pojma naklju¢nih signalov lahko pridemo na slede¢ nacin:

Deterministi¢ne signale oddajajo fizikalni procesi, ki se pri ponavljanju preizkusa
in nespremenjenih zunanjih pogojih vedno enako odzivajo.

Ce preizkusa ne moremo ponoviti pod enakimi pogoji, tudi odzivi niso vedno enaki.
Take odzive imenujemo nakljuéne odzive oziroma naklju¢ne signale.

Pojem naklju¢nega signala definiramo z naslednjo lastnostjo:

m Nakljucni signal je signal, katerega obnaganje v prihodnosti ne moremo na-
tanko napovedati.

Definirajmo $e pojma faznega prostora in naklju¢nega procesa:

m Fazni prostor imenujemo mnozico vseh moznih amplitud (vrednosti), ki jih

nakljuéni signal lahko zavzame!.

m Sistem, ki oddaja nakljuéne signale, imenujemo nakljucni vir ali nakljucni
proces.
Da si omogoc¢imo dovolj splosno obravnavo nakljuénih signalov, privzamemo:

m Nakljucni signal obravnavamo kot signal z neskon¢nim ¢asom trajanja
(—o0 <t < +00).

m Opazujemo obnaSanje skupine (mnozice) realizacij nakljuénih signalov, ki jih
oddaja isti vir ali podobni viri.

m Mnozica opazovanih signalov je po svoji moéi (Stevilu elementov) neomejena.

Oceno (vzorec) te mnozice v realnosti dobimo, ko dolo¢en nakljuéni vir zaporedoma
rojeva signale. Ti so po trajanju konéni in jih je konéno mnogo.

1Pojem faznega prostora ima pri naklju¢nih signalih enak pomen kot pojem zaloge vrednosti
pri opisovanju funkcij.
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Temeljne lastnosti deterministi¢nih in naklju¢nih signalov lahko strnemo v nasle-
dnje ugotovitve:

m Za deterministi¢ne signale poznamo natanéno odvisnost od ¢asa in za ve¢ino
je dolo¢ena tudi njihova predstavitev v frekvencnem prostoru.

m Pri nakljuénih signalih je natanko dolocen le njihov potek v preteklosti. V
prihodnosti lahko signal z doloceno verjetnostjo zavzame vse vrednosti v
svojem faznem prostoru. Iz poteka signala v preteklosti lahko njegovo spek-
tralno predstavitev le delno ocenimo.

Ce zelimo nakljuéni signal opisati in ovrednotiti njegove lastnosti, potrebujemo za
to deterministi¢ne karakteristike. To so lahko dolocene vrednosti ali signali, ki so
izvedeni iz mnozice realizacij nakljuénih signalov in so deterministi¢ne narave.

7.1.1 Privzetek o stacionarnosti

Zaradi enostavnejSe obravnave velikokrat privzamemo, da so nakljuéni viri, ki
signale rojevajo, stacionarni.

Zaenkrat privzemimo naslednjo definicijo stacionarnosti?:

m Vzemimo, da se statisti¢ne lastnosti signala s ¢asom ne spreminjajo. Naklju-
¢ni vir, ki generira take signale, imenujemo stacionaren. Vrsto naklju¢nega
signala, ki ga generira tak vir, pa stacionarni naklju¢ni signal.

Ta privzetek ima naslednje pomembne posledice, ki jih bomo utemeljili in podrob-
neje komentirali v naslednjih razdelkih:

1. Enostavne deterministi¢ne karakteristike, kot sta na primer srednja vrednost
in varianca amplitud signala (karakteristike prvega reda), so od casa neod-
visne.

2. Stacionaren nakljucen signal ne more biti energijski®.

3. Naj bo f;(t) stacionaren nakljuéni signal s konéno povpreéno mocjo:
1 /T
lim —/ |f:(1))%dt < oo .
-T
Pokazati je mogoce, da je v tem primeru funkcija
1 —
pulr) = Jim 5z [ FOA (71)

deterministi¢ni energijski signal, definiran na celi ¢asovni osi. Ta signal ime-
nujemo avtokorelacija nakljuénega signala f;(t) in je pomembna determini-
sticna karakteristika naklju¢nega signala (karakteristika drugega reda).

2V razdelku 7.2.4 bomo lastnosti stacionarnosti natanéneje definirali.
3Glej utemeljitev v 1. poglavju na strani 14.
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Z uporabo izraza (7.1) avtokorelacije nakljuénega signala v praksi sicer ne moremo
natanko doloc¢iti, ker pa gre za limitno operacijo, se lahko poteku avtokorelacije
poljubno natanéno priblizamo, ¢e oceno avtokorelacije dolo¢imo na dovolj Sirokem
konénem casovnem intervalu dolzine T

Primer 7.1

Ocenimo potek avtokorelacijske funkcije Poissonovega vala. Vec o tej vrsti nakljuc-
nega signala bomo izvedeli v razdelku 7.3. Zaenkrat povejmo le to, da je Poissonov
val N (t) preprost stacionarni nakljuéni signal z zalogo vrednosti {+F, —E}, kjer se
predznak amplitude spreminja naklju¢no s povprecéno frekvenco sprememb pred-
znaka na ¢asovno enoto k.

K T
———-T4 =30
------- T3 =10
"""""" Ty = 3
No () T = 1
_E__O 1 t
j

Slika 7.1: Prvih 8 sekund potekov realizacij N1 (t) in N2(t) Poissonovega vala.
Pod poteki realizacij Ni(t) in Na(t) so prikazane ocene avtokorelacijske funkcije,
ki smo jih doloé¢ili na podlagi poteka pripadajoce realizacije. Ocene avtokorela-
cije so podane ¢rtkano. S polno ¢rto je oznacen teoreti¢ni potek avtokorelacije

oNN(T).
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Resitev

7 generatorjem nakljuénih stevil lahko udejanimo razli¢ne realizacije takega signala
na poljubno dolgem konénem ¢asovnem intervalu. V nasem primeru smo za k = 1,5
na tak na¢in udejanili dva mozna 31 sekund dolga poteka naklju¢nega signala Ny (t)
in No(t) (slika 7.1). Na razlicno dolgih ¢asovnih izsekih T; smo potem ocenili potek
avtokorelacije oy N (7):

1

T;
onn(T) = 5T /T N;(t)N;(t+7)dt  j=1,2.

Kot bomo videli v razdelku 7.3, je mogoce avtokorelacijo Poissonovega vala tudi
teoreti¢no dolo¢iti:

(,DNN(T) = E26_2H|T| .

Na sliki 7.1 so prikazani poteki ocen avtokorelacijske funkcije za obe realizaciji
N7 (t) in Na(t). Kot lahko razberemo s slike, se poteki ocen avtokorelacijske funk-
cije, ko vetamo Sirino ¢asovnega intervala T;, neodvisno od izbire realizacije na-
klju¢énega signala priblizujejo teoreticnemu poteku avtokorelacije.

7.1.1.1 Lastnosti avtokorelacije stacionarnih nakljuénih signalov

Podobno kot pri deterministi¢nih periodi¢nih in neperiodi¢nih signalih ima tudi
avtokorelacija stacionarnih naklju¢nih signalov doloc¢ene lastnosti, ki se v marsicem
ujemajo z lastnostmi avtokorelacij deterministiénih signalov. Nastejmo jih:

1. Hermitova simetrija
@ii(T) = pii(—T) (7.2)

Izpeljava
Lastnost utemeljimo na enak nacin kot pri deterministi¢nih signalih.

2. Povprecéna moc

Y p—
pul0) = Jim 5 [ FOA0d = P (3)

Izpeljava
Lastnost sledi neposredno iz definicij (7.1) in (1.6).

3. Maksimalnost
©ii(0) = |ii(7)|

Izpeljava
Komentar in utemeljitev te lastnosti bomo podali v razdelkih 7.2.3 in 7.2.5.1.
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4. Limitna vrednost pri 7 = +o0
Za povsem? nakljuéni signal f;(t) velja

TEI:EIOO wii(T)=0. (7.4)
Izpeljava
Komentar in utemeljitev te lastnosti bomo prav tako podali v razdelkih 7.2.3
in 7.2.5.1.

5. Wienerjev izrek
Avtokorelacija stacionarnega nakljuénega signala je deterministi¢ni signal, za
katerega lahko dolo¢imo Fourierovo in inverzno Fourierovo transformacijo®:

bii(w) :/_ @ii(T)e T dr | (7.5)
pii(T) = % /_OO i (w)e? duw . (7.6)

Kompleksni spekter ¢;;(w) je nenegativen

Izpeljava

Dokaz tega izreka presega zahtevnost tega dela in je podan v [1].
Komentar

Ker je ¢ii(w) 2 0, je |¢ii(w)| = ¢is(w) in fazni spekter avtokorelacije

6. Spekter mocnostne gostote
Integral kompleksnega spektra avtokorelacije preko cele frekvencne osi je
enak povprecni moci signala Pr,:

1 o
Pfi = % /_OO ¢ii (w) dw . (78)

Izpeljava:
Iz relacije (7.6) za 7 = 0 dobimo

i (0) = %[ Gii(w) dw .

Ker je ¢;;(0) po (7.3) enaka povprecéni moci signala f;(¢), je relacija (7.8) s
tem potrjena.

Komentar

Zaradi nenegativnosti ¢;;(w) in relacije (7.8) lahko zmnozek 5-¢;;(w)dw
opredelimo kot del mo¢i, ki je vsebovan v signalu f;(t) pri frekvenci w.

4S pojmom povsem nakljuéen mislimo, da signala f;(t) ne moremo predstaviti s kombinacijo
deterministi¢ne in naklju¢ne komponente. To pomeni tudi, da je srednja vrednost signala enaka
0.

51zrek se imenuje po ameriskemu matematiku Norbertu Wienerju (1894 — 1964), ki je v veliki
meri zasluzen za vpeljavo in uporabo statisti¢nih metod v teoriji komunikacij.
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m Zaradi tega ¢;; (w) imenujemo spekter mocnostne gostote signala f;(t).

7. Zveznost
Kot pri deterministi¢nih signalih tudi v tem primeru velja, da je avtokore-
lacija zvezna, Ce je le nakljucni signal, ki jo doloca, vsaj odsekoma zvezen.
Dokazati je tudi mogoce®, da je avtokorelacija stacionarnega naklju¢nega
signala zvezna, Ce je zvezna v izhodiScu.

7.2 Statisticno opisovanje nakljuénih procesov

Pri statisti¢nem opisovanju nakljuénih procesov se bomo v tem razdelku omejili na
opisovanje statisticnih lastnosti nakljuénih signalov, ki jih taki sistemi oddajajo.
Kljub temu, da je spoznanja, ki jih bomo navedli v tem in naslednjih razdelkih
tega poglavja, mogoce posplositi na kompleksne naklju¢ne signale, zaradi vecje
nazornosti in enostavnejsih izpeljav privzemimo, da so naklju¢ni signali realni.

Vzemimo, da nakljuéni proces oddaja dva nakljuéna signala x(t) in y(t). Z zx(t)
in yx(t) oznacimo k-ti hkratni realizaciji nakljuénih signalov x(t) in y(t). Belezili
bomo konéno &tevilo realizacij {zx(t)} signala x(t) in hkratne realizacije {yx(t)}
signala y(¢).

Iz {zk(t)} in {yx(t)} bomo na podlagi statisti¢cne analize poizkusili pridobiti opise
lastnosti nakljuénega procesa oziroma njegovih izhodnih signalov.

7.2.1 Vzorcno povprecje

Vzoréno povprecje nakljucnega signala ob izbranem ¢asovnem trenutku ¢; defini-
rajmo kot povpreéno vrednost vseh realizacij signala z(t) ob tem ¢asu:

n

W) o= Y mh) (7.9)
k=1

kjer z x(t) oznacimo k-to realizacijo naklju¢nega signala in z n Stevilo vseh reali-
zacij, ki jih obravnavamo. Pokazimo naslednjo zvezo!

m V primeru, ko gre n — o0, je vzoréno povprecje enako matemati¢cnemu
upanju vrednosti signala:

Matematiéno upanje nakljuéne spremenljivke’ F (ac(tl)), kot lahko razumemo tudi
vrednosti nakljuénega signala x(t) pri izbranem ¢asovnem trenutku t;, definiramo

6Glej na primer [2]
7Glej tudi [3].



164 7. NAKLJUCNI SIGNALI

+oo
lim mAzxP(max £ x(t1) < (m+1)Az), (7.11)

Ax—0
m=—o0

E(x(tl))

kjer s
P(mAzx £ x(t1) < (m+1) Az)

oznacimo verjetnost dogodka, da nakljuéni signal x(t) ob ¢asu t; zavzame vrednost
z intervala [maAz, (m+1)Az).

Za ponazoritev glej tudi sliko 7.2.

—AT

—2Ax

t1

Slika 7.2: Hipoteti¢ni poteki n realizacij x(t) nakljuénega signala x(t) v okolici
Casovnega trenutka t1

Izpeljava

....... n +Oo

x(tl):%z:xk(tl) ~ % S manfalh), (7.12)

k=1 m=-—oo
kjer je fi,(t1) stevilo (frekvenca) realizacij nakljuénega signala x(t), za katere velja
mAzr < zx(t) < (m+1)Az . (7.13)
V hipotetiénem primeru s slike 7.2 je na primer f3(¢1) = 3. V limiti, ko gre
Ax — 0, lahko pricakujemo enakost
....... 1 I
w(t) = lim = > mAzfm(t). (7.14)

rMe—0 N
m=—00
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Izraz (7.12) lahko zapisemo tudi kot

—+o0
....... N fm(tl)
z(t1) = Z mAzx -
m=—o00
in koli¢ino
fm(tl)
n

interpretiramo kot relativno frekvenco dogodkov iz (7.13). Kot vemo iz verjetno-
stnega ra¢una [4, 5], z vecanjem Stevila poskusov® relativna frekvenca dogodka
konvergira k njegovi verjetnosti®:

lim fm(t1) = Pimaoz £ xz(th) < (m+1)Ax) . (7.15)

n—00 n

Z uporabo zvez (7.14), (7.15) in (7.11) sedaj lahko zapisemo:

—+o0
....... t
n~?oo m=—oo n

+oo
= lim maxP(m Az < z(ty) < (m+1) az) = E(z(t1)) -

Ar—0
m=-—oo

S tem smo zvezo (7.10) potrdili.

Vzemimo, da so amplitude signala x(t) ob ¢asu t; zvezno porazdeljene realne
vrednosti [6]. V tem primeru lahko naredimo naslednje zamenjave:

Ax — dx
mAxr — T
Pimax £ x(t1) < (m+1)ax) — PleZa(t) <z +dzx).

Verjetnost P(x < x(t1) < x+dz), da nakljucni signal z(t) ob ¢asu t; zavzame vre-
dnost na amplitudnem intervalu §irine dz, je pri zvezni porazdelitvi infinitezimalno
majhna in jo zapiSemo kot

Pz < z(ty) < x4+ dz) = p(x,t1)de

kjer p(z,t1) imenujemo gostota verjetnosti dogodka, da ima nakljucni signal ob
¢asu t1 vrednost x :
x(t) =z .

80ziroma vecanjem stevila realizacij nakljucnega signala x(t).
9Ce bi bili povsem natanéni [5], bi morali pisati

P ( tim 220 p g < ) < (m+1)Am)) =1.

n—o0 n
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Verjetnost dogodka, da lezi vrednost naklju¢nega signala x(t) ob ¢asu ¢; na inter-
valu (a,b), lahko v tem primeru predstavimo kot

b
Pla < z(t1) < b) = / p(x, t1)de .

Ker je P(—oo < z(t1) < +00) gotov dogodek, je

/ p(z,t1)de =1.

—o0
Matemati¢no upanje E (ac(tl)) oziroma vzoréno povprecje x(tl) signala xz(t) ob
Casu t1 pa je v primeru zvezne porazdelitve amplitud z upostevanjem (7.10) in
(7.11) enako

w(0) = B(a(h)) = /Ooxp(x,tl)dx. (7.16)

—00

Naj nakljuéni signal x(t) ob casu t; zavzame kve¢jemu §tevno mnogo razlicnih
amplitud. Najveckrat je teh vrednosti kar konéno mnogo, to je M :

xz(t1) € {z1,22,..., 20}

V tem primeru je verjetnostna porazdelitev amplitud nakljuénega signala diskre-
tna:

P(zit1) = P(x(ty) =2;), i=1,2,....M.
Matemati¢no upanje E(z(t1)) oziroma vzoréno povprecje :c(tl) signala x(t) ob
Casu t; pa je v primeru diskretne porazdelitve amplitud enako

M
x(t) = E(z(t)) = ZziP(:ﬂi,tl). (7.17)

7.2.2 Minimizacija srednje kvadratne napake

Opazujmo hkratne realizacije signala x(t) ob ¢asu ¢; in signala y(t) ob ¢asu ta,
ki ju rodi isti naklju¢ni proces. Dolo¢imo kriterij, s katerim bomo vrednotili, v
koliksni meri so amplitude signala y(t) ob ¢asu t2 soodvisne od vrednosti amplitud
signala z(t) ob ¢asu ¢;.

V ta namen definirajmo kriterijsko funkcijo srednje kvadratne napake:

........... n

) = = 3 () — byelt2))? (718)
k=1

kjer je n stevilo hkratnih realizacij signalov in b parameter kriterijske funkcije, ki ga

zelimo doloc¢iti tako, da bo vrednost srednje kvadratne napake 5%1@ (b) najmanjsa.
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Potreben pogoj za nastop ekstrema je

9% =0.
Ker je
........... 1 n
() - (27 (t1) — 2bax(t1)yr(t2) + b2yi(ta))
k=1
je
0?2 . (b 1 "
bl | S () 40 S w ()| =0
k=1 k=1
Iz enacbe

:IH

1 n
—— E x(t)yr(t2) +
n
k=1

n
b 2 k(ta)
za vrednost parametra b dobimo naslednjo resitev:

Dy k(1) Yk (t2)
% ZZ=1 y}%(t2) .

Ce izraz za optimalno vrednost parametra b upostevamo pri dolo¢itvi srednje kva-
dratne napake, dobimo

b=

e 1 n 2 - (2 ZZlek(h)yk(t2))2
e (b) = ; k(tl) 1 %2221 Ii(tl) . %ZZ:I y%(tg)

in zato
*]- S Q§ +]-a

kjer je
& Soner Tr(t) yn(ta) '
\/ Zk 15‘% (t1) - EZk=1 yi(t2)

Glede na (7.19) je mlmmalna vrednost srednje kvadratne napake &7, , (b) naj-
manj$a (enaka 0), ko je 0> = 1. V tem primeru lahko vrednosti amphtud signala
y(t) ob ¢asu ta popolnoma dolo¢imo z vrednostmi z(t) ob ¢asu ¢;.
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Najvecjo vrednost minimalne srednje kvadratne napake E%htz (b) pa dobimo, ko je
0® =0 1in zato tudi b = 0. V tem primeru preproste linearne povezave

x(t1) = by(t2)
med amplitudami nakljuénih signalov z(¢) in y(¢) ne moremo potrditi.

Oceno za linearno odvisnost amplitud nakljuénih signalov velikokrat uporabimo
za, osnovni pokazatelj, v kolik§ni meri so amplitude signalov med seboj odvisne
oziroma neodvisne!'®. Iz izraza (7.19) lahko sklepamo, da bo odvisnost med am-
plitudami signalov tem manjsa, ¢im manjsa bo vrednost parametra 2.

m Vrednost parametra ¢ bo enaka 0, ko bo vrednost stevca v ulomku (7.20), ki
doloca p, enaka 0. Zaradi tega je vrednost

n

=S () () (7.21)

n
k=1

kljuéni pokazatelj odvisnosti med z(t1) in y(t2). Imenujemo jo korelacijski
koeficient.

m Vrednost ¢ imenujemo normiran korelacijski koeficient.

Izraz (7.21) lahko v skladu z definicijo (7.9) razumemo tudi kot vzoréno povprecje

x(t1) vrednosti amplitud signala x(t) pri ¢asu ¢, bi lahko tudi v tem primeru
uvideli, da v primeru, ko Stevilo realizacij raste ¢ez vse meje, velja

lim =" g (ty) ye(te) = E(z(t) y(t2)) - (7.22)

7.2.3 Korelacijska in kovarianc¢na funkcija
Pisimo
to=t1+71.

Cas 7 v tem primeru predstavlja ¢asovni zamik med trenutki opazovanja amplitud
signala z(t) in signala y(t).

m Korelacijsko funkcijo Ry, (T,t1) definiramo kot vrednost korelacijskega koe-
ficienta (7.22) v odvisnosti od ¢asovnega zamika 7, pri pogoju, da smo am-
plitudo signala x(t) merili ob ¢asu ¢; :

ny(’l', tl) = E(l‘(tl)y(tl +T)) . (723)

10Pokazati je mogoce, da v primeru normalne verjetnostne porazdelitve vrednosti nakljuénih
spremenljivk linearna neodvisnost spremenljivk pomeni tudi, da sta spremenljivki povsem neod-
visni [7].
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Korelacijska funkcija Rgy(7,t1) pove, kako se spreminja odvisnost vrednosti am-
plitud nakljuénih signalov z(t) in y(¢) v odvisnosti od ¢asovnega zamika 7 med
opazovanji vrednosti signalov in trenutka t; opazovanja vrednosti signala xz(t).
Vecja absolutna vrednost Ry, (7,t1) kaze na ve¢jo odvisnost amplitud. Vrednost
korelacijske funkcije, ki je blizu vrednosti 0, je pokazatelj, da odvisnosti med am-
plitudami signala x(t) pri ¢asu ¢; in signala y(¢) pri ¢asu ¢; + 7 ni.

m Ce je x(t) = y(t), govorimo o avtokorelacijski funkciji:

Ry (7,t1) = E(z(tl)x(tl +7')), (7.24)

ki meri soodvisnost amplitud nakljuénega signala z(t) v odvisnosti od ¢a-
sovnega zamika 7 med opazovanji vrednosti signala in zacetnega trenutka
opazovanja ti.
Vzemimo, da so verjetnostne porazdelitve amplitud nakljuénih signalov z(t) in
y(t) zvezne. Z enakim razmiSljanjem, kot smo ga uporabili pri izpeljavi zapisa
matemati¢nega upanja E(x(t1)) (7.16), lahko tudi v tem primeru ugotovimo, da
je

Ruy(rt) = E(e(t) y(t +7)) = /Oo /wzymx,ymtl)dzdy, (7.25)

kjer p (x,y; T,t1) predstavlja gostoto verjetnosti dogodka, da signal z(t) ob ¢asu t;
zavzame vrednost = in da signal y(t) ob ¢asu t; + 7 zavzame vrednost y:

z(t) =z AN yli+7)=y.

V primeru diskretne verjetnostne porazdelitve amplitud signalov z(t) in y(¢), pa
dobimo, da je

M, M,
Ryy(r,t1) = E(ac(tl)y(tl + T)) = ZinyjP(aci,yj;T,tl) , (7.26)

i=1j=1
kjer je verjetnost P(x;,y;; T, t1) verjetnost dogodka, da je
zt)=x AN ylti+71)=y;,

M, in M, pa sta zaporedoma $tevili moznih amplitud signala x(t) ob ¢asu ¢; in
signala y(t) ob ¢asu t; + 7.

Vrednost korelacijske funkcije Ry, (7, ¢1) ni odvisna le od tega, koliko so amplitude
signalov soodvisne med seboj, ampak je ob¢utljiva na srednjo vrednost amplitud
nakljuénih signalov.

Vzemimo na primer dva nakljuéna signala, ki lahko zavzameta le pozitivne vre-
dnosti:
z(t)>0 A y(t)>0.

Ker je korelacijska funkcija dolo¢ena kot vzoréno povprecje produktov amplitud,
bo njena vrednost vedno pozitivna, ne glede na to, ali odvisnost med vrednostmi
signalov obstaja ali ne:

SR
ny(T’tl):nlggoﬁ;xk(tl)yk(tl +T) > 0.
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Zaradi tega je, ko srednje vrednosti signalov niso enake 0, za mero odvisnosti am-
plitud naklju¢nih signalov namesto korelacijske funkcije smiselno uporabiti spre-
menjen kriterij.

m Ce pred dolocanjem korelacijske funkcije od vrednosti amplitud signalov
odstejemo njihovo vzoréno povprecje, dobimo kovariancéno funkcijo Cyy (T, t1):

f(tl) = x(tl) — E(I(tl))
gti+71) = ylti+7)—E(y(t1+ 7))
Coy(m,t1) = E(Z(t1)y(ts+7)) . (7.27)

Velikost kovarianéne funkcije Cyy(7,t1) zaradi tega ni odvisna od povpre¢nih vre-
dnosti signalov E(z(t1)) in E(y(ty +7)).

Iz (7.27) lahko ugotovimo, da velja
Cay(t,t1) = Ruy(r.t1) — E(z(t1))E(y(tr +7)) -

Kovarianéna funkcija bo torej enaka korelacijski funkciji, ¢e bo vsaj ena izmed
povprecnih vrednosti signalov enaka 0.

7.2.4 Stacionarni naklju¢ni procesi

V prejsnjih podrazdelkih 7.2.1 — 7.2.3 se pri nakljuénih signalih nismo omejili na
stacionarne nakljuéne procese, sedaj pa stacionarnost naklju¢nega procesa natanko
definirajmo. Pri tem privzemimo, da lahko verjetnostne porazdelitve amplitud
signalov opiSemo z zveznimi porazdelitvami.

m Nakljuéni proces, ki rodi nakljuéni signal z(t), imenujemo stacionarni proces
v strogem smislu, ¢e za poljubno konéno n-terico vrednosti amplitud signala

Z1,T3,...,T, Ob poljubnih ¢asovnih trenutkih ¢1,¢s,...,%, velja
p(ac(tl) =1, 2(te) =22, ..., x(tn) = In) =
p<x(t1 +0) = Ty, l‘(tg + U) =X2y -0y x(tn +0) = xn)

za poljuben casovni zamik o.

Pri tem je p(z(t1) = z1, x(t2) = x2, ..., z(ty) = x,) gostota verjetnosti
dogodka, da nakljuéni signal x(t) ob ¢asu t; zavzame vrednost x1, ob ¢asu
to vrednost o itd.

Tako definirano lastnost stacionarnosti je v praksi tezko potrditi. Zaradi tega
definicijo stroge stacionarnosti omilimo.

m Ce v definiciji stroge stacionarnosti zahtevamo, da sta izpolnjena le pogoja
za n = 1 in n = 2, stacionarnost opredelimo kot stacionarnost v Sirsem
smislu:

p(x(tl) = xl) = p(ac(tl +o0)= acl) , (7.28)
p(z(t1) =21, x(t2) =x2) = pla(ts+o0) =21, x(ts +0) =x2) . (7.29)
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Ker je casovni zamik o lahko poljuben, iz (7.28) sledi, da je verjetnostna porazde-
litev za vrednost amplitude nakljuénega signala neodvisna od casa:

p(z(t) = x1) = p(z1,t1) = p(21,t1 + 0) = p(z1) . (7.30)
V enachi (7.29) s 7 oznac¢imo
T = t2 — tl
in dobimo
p(x(tl) =x,2(t1+7) = acg) = p(x(tl +o)=mx,2(t1 +0+71)= acg) .

Ker je o poljuben, zgornja verjetnostna porazdelitev ni odvisna od zacetnega tre-
nutka opazovanja t;. Zato je

p(f(tl) =x,x(ty +7) = 932) =p(xy, w257, t1) = p(ar, 257,81 + 0)
= p(z1,z2;7) . (7.31)
Ce privzamemo, da je nakljuéni proces, ki oddaja nakljuéne signale, stacionaren

v §irem smislu, zaradi (7.30) velja, da so vsa enostavna vzoréna povpreéja'l ne-
odvisna od casa:

21 = Bla(t) = /_ Y ople)dn = ma,  (7.32)
Varte@) = B(e() - BeO)) = [ @1 mpegin = o2, (739

Zaradi (7.31) za korelacijsko in kovarian¢no funkcijo velja, da sta odvisni le od
casovnega zamika 7 med ¢asovnimi trenutki opazovanj amplitud naklju¢nih signa-
lov:

Rey(1,t1) = Ray(r) = / / x1xop(x1, T2 T)dx1dTs | (7.34)
Coy(T,t1) = Couy(T) = Ray(T) — mgmy, . (7.35)

Ker je avtokorelacijska funkcija le poseben primer korelacijske funkcije, tudi zanjo
velja enako:

Ry (7,t1) = Rm(T):/ / x12op(x1, To; T)dx1d2s . (7.36)

V tem primeru p(z1, z2; 7) pomeni gostoto verjetnosti dogodka, da ima signal x(t)
vrednost x7 in ¢ez ¢as 7 vrednost zo :

z(t)=21 A z{t+T)=22.

HImenujemo jih tudi vzoréna povprecja prvega reda.
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Avtokorelacijska funkcija R, (7) je torej dolo¢ena kot vzoréno povpreécje zmnozkov
2k (t)zk (t + 7) vseh realizacij stacionarnega nakljucnega signala z(t) in je pri tem
neodvisna od izbire zacetnega trenutka opazovanja t :

Ry (7) lim —sz xp(t+7) .

V koliksni meri in ali sploh je tako definirana avtokorelacijska funkcija povezana z
avtokorelacijo stacionarnega naklju¢nega signala f(t), kot smo jo definirali s (7.1)
na strani 159 v razdelku 7.1.17

Na to vprasanje bomo sku8ali odgovoriti v naslednjem razdelku.

7.2.5 Vzorcno in casovno povprecje

Vzemimo, da opazujemo n realizacij stacionarnega nakljucnega signala z(t) na
¢asovnem intervalu dolzine T'. Poteke realizacij x;(t) naklju¢nega signala torej
poznamo na ¢asovnem intervalu [T, 0] (slika 7.3).

Casovni interval [—T, 0] razdelimo na podintervale enake Sirine At. Namesto po-
tekov x;(t) obravnavajmo njihove priblizke, ki jih dolo¢imo tako, da na vsakem
podintervalu 8irine At poteku z;(¢) priredimo konstantno vrednost, ki jo realizacija
signala x;(t) zavzame v levem krajis¢u podintervala. Kot vidimo tudi na sliki 7.3,
tako pridobimo priblizke, sestavljene iz pravokotnih impulzov. Priblizki se lahko
potekom z;(t) poljubno natanéno priblizajo, ko razmik At dovolj zmanjSamo.
Stevilo pravokotnih impulzov, ki priblizek sestavljajo, je %. Da si kasneje poeno-
stavimo primerjave, vzemimo, da je

T J—

At
Ta pogoj bi pri nacrtovanju eksperimenta vedno lahko izpolnili, tako da bi dolo¢ili
ustrezno'? gtevilo n realizacij nakljuénega signala z(¢), ki jih bomo opazovali.

Vsakemu izmed priblizkov realizacij x;(¢) nakljuénega signala priredimo nov si-
gnal z4(t), ki ga dolo¢imo tako, da pravokotne impulze, ki priblizek sestavljajo,
monotono uredimo po velikosti. z}(t) je potem monotono narasc¢ajo¢, odsekoma
konstanten signal (slika 7.3). Ker smo signale z/(¢) pridobili le z ustrezno per-
mutacijo zaporedja pravokotnih impulzov, ki sestavljajo priblizek signala x;(t), je
srednja vrednost obeh signalov enaka

-1

....... 1
zi(t) = ~ S mi(kat) = = Z (k At) (7.37)
k=—n k——n
Tako definirano povprecje xl(t) imenujemo ¢asovno povprecje, ker smo povprecili
vrednosti amplitud priblizka realizacije x;(t) preko celega ¢asovnega intervala, kjer

smo ga opazovali.

12Glede na velikost At.
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Slika 7.3: Hipoteti¢ni poteki n realizacij x;(¢) nakljucnega signala z(t) na
Casovnem intervalu [—T,0] ter monotono narai¢ajoc¢i preurejeni poteki njihovih
priblizkov 2 (t). V zadnji vrstici je predstavljeno zaporedje n meritev  (t1) rea-
lizacij nakljucnih signalov x (t) ob ¢asovnem trenutku ¢; in preurejeno monotono
narascajoce zaporedje teh meritev x, (¢1).

Ker smo predpostavili, da je nakljuéni signal z(t) stacionaren, lahko v primeru,
ko bomo njegove realizacije opazovali dovolj dolgo, pricakujemo, da bomo za vsak
x;(t) dosegli skoraj enako porazdelitev amplitud pravokotnih impulzov, ki priblizek
x;(t) sestavljajo. Ce pa je njihova porazdelitev enaka, bomo pridobili vedno enak
potek njim prirejenih signalov () :

T — o0 oy (t) =ah(t) =...=x(t) . (7.38)

Zaradi tega so enaka tudi Casovna povprecja:

T—o00: x1(t) = x2(t) = ... = 2 (t) = 2(¢) . (7.39)

Z intervala [T, 0] izberimo nek ¢asovni trenutek ¢; = k At in opazujmo vrednosti
vseh realizacij x;(t) ob tem casu. Ce pripadajoce pravokotne impulze sestavimo
po vrsti, kot smo oznacili realizacije nakljuénega signala z(t), dobimo niz n im-
pulzov, ki ga ozna¢imo z x,(t1) (slika 7.3). Ko stevilo realizacij n nakljuénega
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signala vecamo proti neskoncnosti, pricakujemo, da nam bo tako pridobljen niz
predstavljal dobro oceno porazdelitve amplitud vrednosti naklju¢nega signala. Na
enak nacin, kot smo to naredili s priblizki realizacij naklju¢nega signala, tudi sedaj
nizu priredimo nov signal z/ (t), ki ga dolo¢imo tako, da pravokotne impulze, ki
sestavljajo niz x, (¢1), uredimo po velikosti (slika 7.3). Zopet lahko zaklju¢imo, da
je v tem primeru vzor¢no povprecje niza x,(f1) enako povprecju signala z/ (¢) :

i)=Y ome) = Y G .

n -
=1 j=—n

Predpostavili smo, da je signal z(t) stacionaren. Zato sta, ko vecamo Stevilo

realizacij signala proti neskoné¢no, vzor¢no povpreéje x,(¢1) in tudi potek signala

x, (t) neodvisna od izbire ¢asa t; = k At oziroma indeksa k. Ta sklep utemeljimo

z razmis§ljanji v prejsnjih razdelkih 7.2.1 in 7.2.4 :

n — 0o : xy(k At) = (M AL) = ... (7.40)

Il
8
ISES

Ali je v primeru, ko daljsamo Cas opazovanja T in raste Stevilo realizacij signala n
proti neskonéno, @, (t) = x}(t) ? Oziroma, ali je v tem primeru ¢asovno povprecje
(7.39) enako vzorénemu povprecju (7.40):

o(t) = &7 (7.41)

Intuitivno razmisljanje, ki smo ga uporabili pri opisu zgornjega hipoteti¢nega ek-
sperimenta, kaze na to, da sta povprecji enaki. Stroga matematicna izpeljava
zadostnih pogojev za enakost pa ni tako preprosta. Izkaze se, da predpostavka o
stacionarnosti procesa, ki rodi nakljuéni signal, za enakost ¢asovnega in vzorcnega
povprecja ni dovolj.

m Casovno povpreéje je enako vzorénemu povpreéju nakljuénega signala v pri-
meru, ko je stacionarni nakljuéni proces, ki nakljuéni signal rodi, ergodicen.
Ergodi¢nost naklju¢nega procesa imenujemo lastnost, da vsaka realizacija na-
kljuénega signala, ki ga proces oddaja, zavzame prav vse vrednosti svojega
faznega prostora, v primeru, ko dopustimo, da je trajanje signala neomejeno.

m Ce je fazni prostor stacionarnega nakljuénega signala zvezna mnozica (npr.
interval ali cela realna os), je mogoce videti, da ergodi¢na hipoteza ni nujno
povsem izpolnjena. V takem primeru za enakost vzorénega in ¢asovnega pov-
precja zadosSca ze izpolnitev zahteve, da je sistem kvazi ergodicen. Zahteva
po kvaziergodi¢nosti sistema je “milejsa” od zahteve ergodi¢nosti. V tem
primeru za vsako realizacijo naklju¢nega signala zahtevamo, da se vrednost
signala vsaki vrednosti iz faznega prostora poljubno natanéno pribliza.

Dokazi o zadostnosti pogojev ergodi¢nosti oziroma kvazi ergodi¢nosti presegajo
obseg tega dela. Bralec jih lahko najde na primer v [8].
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Vzemimo, da je fazni prostor realnega stacionarnega naklju¢nega signala zvezen.
V najsplosnejSem primeru je to kar cela realna os. Ugotovimo najprej zvezo med
natan¢nim ¢asovnim povprec¢jem signala, ko gre ¢as opazovanja proti neskonéno,
in ¢asovnim povprecjem njegovega priblizka (7.37).

Iz At — 0 sledi:

At — dt,
kat — t,
Lot
n T T’

g
1
—

Sedaj dobimo

-1

im L _
zi(t) = lim — > zi(kat) = T[T i()dt .

k=—n

Ugotovili smo, da pri ve¢anju ¢asa opazovanja T' proti neskonéno ¢asovno povprecje
ni ve¢ odvisno od izbire realizacije x;(t) nakljuénega signala x(t) :

O .....
lim %/ x;(t)dt = z(t) Vi .

Ker gre za stacionarni proces, bo vrednost ¢asovnega povprecja enaka, tudi ¢e ga
dolo¢imo na pozitivnem delu ¢asovne osi:

Wi = m L / o(t)dt (7.42)

T—o0 2T -T

Glede na relacijo (7.32) lahko pri zvezni verjetnostni porazdelitvi amplitud vzoréno
povprecje zapisemo kot

o0

¥ = Bla(t)) = / ep(a)dz (7.43)

—00

Enakost ¢asovnega in vzorénega povprecja v stacionarnih nakljuénih procesih z
zvezno verjetnostno porazdelitvijo amplitud izhodnih signalov lahko iz (7.42) in
(7.43) zapisemo kot

lim 1 /T x(t)dt = /OO xp(x)de . (7.44)
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V primeru diskretne porazdelitve konénega Stevila M razliénih amplitud naklju-
¢nega signala z upostevanjem (7.17) dobimo

T M
lim / st)dt = 3 a;Pag) (7.45)

T—o0 2T -T

Enakost med ¢asovnim in vzorénim povprecjem lahko posplo§imo na poljuben
omejen funkeijski izraz F(:E(t)) nakljucnega signala x(t)

7.2.5.1 Casovno in vzoréno povpreéje drugega reda

Avtokorelacija

Pri izpolnjenem pogoju stacionarnosti sistema v SirSem smislu lahko v primeru, ko
gre za ergodicne oziroma kvazi ergodi¢ne nakljuéne procese, enakost med ¢asovnim
in vzorénim povprecjem posplo§imo tudi na vzoréna povprecja drugega reda. Za
avtokorelacijo .. (7) realnega nakljuénega signala z(t) tako dobimo

Oz (T) = lim L/_ x(t)x(t+7)dt = Ryu(T).

V primeru zvezne verjetnostne porazdelitve amplitud nakljuénega signala x(t) iz
(7.36) sledi

1 T oS] 00
Oz (T) = lim — z(t)x(t +7)dt = x129p(x1, T2 T)dx 1 dXs
T—o00 2T -T —0 J—0

V primeru diskretne verjetnostne porazdelitve konénega Stevila M razlicnih am-
plitud pa

1 T M M
¢ee(T) = lim —/ ezt +r)dt = > > miaPwi,x;7) . (7.46)

i=1 j=1

Komentar

Tako smo ugotovili, da lahko v stacionarnih ergodi¢nih oziroma kvazi ergodi¢nih
sistemih avtokorelacijo naklju¢nega signala dolo¢imo na dva nac¢ina: s ¢asovnim
ali vzorénim povprecjem. Avtokorelacijo ¢, (7) lahko v tem primeru razumemo
tudi kot avtokorelacijsko funkcijo R, (7). Velikost avtokorelacije ob nekem ¢asov-
nem zamiku 7 zato v tem primeru pomeni tudi merilo, za koliko bodo amplitude
naklju¢nega signala ¢ez ¢as 7 Se odvisne od njegove trenutne vrednosti.
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Glede na tako interpretacijo je razumljiva tudi lastnost avtokorelacije stacionarnih
nakljuénih signalov, da doseze svojo najvecjo vrednost ravno ob ¢asu 7 =0 :

©(0) 2 [e(r)],
saj gre v tem primeru za popolno odvisnost.
Lastnost, da je vrednost avtokorelacije za 7 = +00 enaka 0,

p(+00) =0,
utemeljimo s tem, da odvisnosti med amplitudami signala zaradi neskoncénega
casovnega zamika ni. Zadnji pogoj je seveda izpolnjen v primeru, ko je srednja
vrednost signala enaka 0 in zato korelacija kar enaka kovarianci'®. Vse lastnosti

avtokorelacije stacionarnih naklju¢nih signalov smo sicer navedli ze v razdelku
7.1.1.

Krizna korelacija

Podobno kot smo definirali avtokorelacijo s ¢asovnim in vzorénim povprecjem,
to lahko naredimo tudi za krizno korelacijo ¢4, (7) dveh stacionarnih nakljuénih
signalov z(t) in y(t) :

1 7
Oy (T) = Tlgréo o [T )yt +7)dt = Ryy(r). (7.47)

Kot avtokorelacijo tudi krizno korelacijo izrazimo glede na vrsto verjetnostne po-

razdelitve amplitud naklju¢nih signalov z(¢) in y(t). Pri zvezni porazdelitvi (7.34)
dobimo

1 T fe%e] [e%e]
Yy (T) = lim —/ )yt +1)dt = / / x122p(21, T2; T)dr1dTs

T—oo 2T J_p
in pri diskretni porazdelitvi (7.26)
T M, My
Opy(T) = lim —/ )yt +7)dt = Zinij(xi,xj;T) .
- i=1 j=1
Pri tem p(z1, z2; 7) pomeni gostoto verjetnosti dogodka, da je
x(t)=21 A ylt+71)=22,
P(x;,x;;7) pa verjetnost dogodka, da je
)=z, AN ylt+71)==z;.

M, in M, sta zaporedoma stevili razliénih moznih amplitud signalov z(¢t) y(t).

13Glej razdelek 7.2.3 o korelacijski in kovarianéni funkciji.
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7.2.5.2 Lastnosti krizne korelacije stacionarnih naklju¢nih signalov

Kot avtokorelacija stacionarnega naklju¢nega signala je tudi krizna korelacija
©ay(T) deterministi¢ni signal, ki izpolnjuje naslednje lastnosti:

1. Antisimetri¢nost
‘Pwy(T) = ‘Pyx(_T)

Lastnost izpeljemo na enak nacin kot pri deterministi¢nih signalih.

2. Limitna vrednost pri 7 = +
Za povsem!* nakljuéna signala z(t) in y(t) velja

lim gy (7)=0.

T—F00
Utemeljitev te lastnosti je enaka kot pri avtokorelaciji.

3. Wienerjev izrek
Za krizno korelacijo stacionarnih nakljuénih signalov obstajata Fourierova in
inverzna Fourierova transformacija:.

¢1y(W) = / ‘Pwy(T) e_j‘”dT,

1 > )
Oay (T) %/ Gpy(W) e?“Tdw .

Bralec lahko dokaz tega izreka poisce v [1].

4. Zveznost
Krizna korelacija dveh stacionarnih nakljucnih signalov je zvezna, ¢e sta
signala vsaj odsekoma zvezna, kar utemeljimo enako, kot smo to naredili pri
deterministi¢nih signalih.

7.3 Poissonov naklju¢ni proces
m Nakljucno pojavljanje natanko dolocenega dogodka imenujemo nakljucni tok
dogodkov. Ce je nakljucni proces Poissonov, za tok dogodkov velja:
1. neodvisnost — dogodki so neodvisni,

2. stacionarnost — povprecno stevilo dogodkov v ¢asovni enoti je & in je
konstantno (od ¢asa neodvisno),

3. ordinarnost — verjetnost, da se ve¢ dogodkov zgodi hkrati, je enaka 0.

143 tem mislimo, da signalov x(t) in y(t) ne moremo predstaviti s kombinacijo deterministicne
in nakljuéne komponente. To pomeni tudi, da je srednja vrednost obeh signalov enaka 0

E(z(t)) = E(y(t)) =0.
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Za Poissonov proces lahko izvedemo naslednjo verjetnostno porazdelitev [9]. Naj
bo P, (t) verjetnost, da se v ¢asovnem intervalu dolzine ¢ zgodi n dogodkov. Ta

verjetnost je
Kkt nefnt
P,(t) = % . (7.48)
n!
m Poissonovi nakljuéni signali so signali, ki jih rodi Poissonov nakljuéni proces.
Oglejmo si nekaj primerov.
Primer 7.2
Kot smo omenili Ze v primeru 7.1, je Poissonov val N (¢) stacionarni nakljuéni signal
z zalogo vrednosti {+FE, —F}, kjer se predznak amplitude nakljuéno spreminja
(slika 7.4). Nakljuéne spremembe predznaka signala tvorijo tok dogodkov, ki mora
izpolnjevati lastnosti Poissonovega procesa. Dolo¢imo avtokorelacijo ¢y (7) in

N(t)

10 i
l_ll_ v ! Jt

Slika 7.4: Mozna realizacija dela poteka Poissonovega vala N(t) pri k = 1,5 .

spekter moc¢nostne gostote ¢y (w) Poissonovega valal

Resitev
Ker je Poissonov val nakljuéni signal, ki zavzame samo dve vrednosti, lahko njegovo

avtokorelacijo dolo¢imo z vzorénim povprecjem za primer diskretne verjetnostne
porazdelitve (7.46):

2 2
PNN(T) = DD wmiwiPla,w;T)
i=1 j=1
Verjetnost P(x;,x;;7) lahko zapiSemo kot
P(ai,xj;7) = P(xs) Pl 7)

kjer P(x;) pomeni verjetnost dogodka, da signal ob ¢asu ¢ zavzame vrednost x;,
in P(z;|x;; 7) pogojno verjetnost, da signal ob ¢asu t + 7 zavzame vrednost x;, ¢e
ima ob casu ¢ vrednost z;. Tako dobimo

2 2
onn(T) = Z inij(xi)P(xﬂxi;T) :
i=1 j=1

Ker je z; € {+FE, —FE}, lahko vzamemo, da je
Tl = E, Ty = —F



180 7. NAKLJUCNI SIGNALI

in za pnN(T) zapiSsemo
¢enn(T) = E-E-P(E)P(E|E;T)
+(=E)- (=E)-P(-E)P(-E|-E;T)
+E-(—E)-P(E)P(—E|E;T)
+(—E)-E-P(—E)P(E|-E;T). (7.49)
Ker so spremembe predznaka signala neodvisne (Poissonov proces), je
P(E)=P(-E).
To sta edina mozna dogodka. Ker sta nezdruzljiva, velja tudi
PE)+P(-E)=1.
In zato

P(E)=P(-E) == . (7.50)

Do dogodka, da ima signal vrednost +F, ¢e je imel pred ¢asom 7 vrednost +F,
lahko pride tako, da signal v ¢asu 7 ne spremeni predznaka ali pa ga spremeni
sodokrat. Zato in zaradi (7.48) je

P(E|E;T) = P(Bo(T)UBa(T)UBy(1)U...)
= P(Bo(7)) + P(Bz(7)) + P(Ba(r)) + . ..

— KT

IRICEDY % (7.51)

i=sod i=sod

Pri tem z B;(7) ozna¢imo dogodek, da je v ¢asovnem intervalu dolzine 7 prislo do
i sprememb predznaka signala N (¢).

Ker do dogodka, da ima signal vrednost —F, ¢e je imel pred ¢asom 7 vrednost
—F, pride na enak nacin, je

P(—-E|-E;7)=P(E|E;7) . (7.52)

Prav tako lahko izpeljemo, da je

P(—E|B;7) = P(E| - E;r) = 3 (kr)'e™

i=lih

Iz (7.49), (7.50), (7.51), (7.52) in (7.53) sledi

1 (kT)ie™"T 1 (k7)te
i=sod i=lih
(k7)t | (s7)?  (s7)°

1 2! 3!

5 (7.53)

= EQe_’”(l —

_ E2e—2r€7'
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Zgornja izpeljava velja za 7 > 0. Da bo avtokorelacija dolo¢ena tudi za negativne
7, upostevamo (7.2), da je

eNN(=T) = onnN(T) .
Zato je
2 —2k|T|

SDNN(T) = FE~e

zZa vse T.

onn(T) PN (W)

2 EZ
E k

Slika 7.5: Avtokorelacija N (7) in spekter mo¢nostne gostote ¢nn(w) Poissonovega vala

Spekter moc¢nostne gostote ¢y (w) je dolocen s Fourierovo transformacijo avto-
korelacije pnn (7). Ker je onn(7) po (7.2) soda realna funkcija, velja:

[e’e) 0 [e’e)
onn(w) = / @NN(T)e*jwdT = / E?2e2 e 19T dr + / E?e 25T 39T dr
—00 —0o0 0
2 0 2 oo
= B ek BT ekt
2Kk — jw oo 26+ jw 0
E?(2k — jw+ 2k + jw)  4kE?
4K2 4 w? C4ARZ2 w2

Komentar

Poteka avtokorelacije ¢y n(7) in spektra moénostne gostote ¢ (w) sta prikazana
na sliki 7.5. Iz poteka pnn(7) je razvidno, da je to zvezna funkcija z najvec-
jo vrednostjo pri 7 = 0, ki izzveni, ko gre 7 proti +oco. Opazimo tudi, da je
o NN (w) pozitivna funkcija. Vse to so splosne lastnosti avtokorelacije stacionarnih
nakljuénih signalov, ki smo jih navedli v 7.1.1.

Primer 7.3

Nakljuéni signal b(t) naj predstavljajo po casu nakljuéno porazdeljeni enotini
impulzi, ki enako verjetno nastopijo s pozitivnim ali z negativnim predznakom
(slika 7.6). Tok dogodkov pojavitve enotinega impulza naj izpolnjuje lastnosti
Poissonovega procesa. Tak nakljuéni signal navadno imenujemo beli Sum.

Dolo¢imo avtokorelacijo pp(7) in spekter mocénostne gostote ¢p,(w) belega suma

b(t).
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Slika 7.6: Beli Sum b(t)

Resitev

Namesto nakljuénega zaporedja pozitivnih in negativnih enotinih impulzov opa-
zujmo tako zaporedje pravokotnih impulzov Sirine dr in viSine A s povrsino 1, ko
gre A — oo (A-dr = 1). Tak signal ima lahko tri vrednosti: A,—A,0. Zato
bo njegova avtokorelacija, izrazena z zmnozki brezpogojne in pogojne verjetnosti,
enaka

3 3
oon(T) = DD miwiPwi) Pyl T) .
i=1 j=1
Vzemimo, da je

$1:A, $2:—A, $3:O.

Tedaj je
KkdT
P($1) = P(J?Q) = T
Naj bo 7 = 0. Tedaj je
3 KkdT KdT
_ 2 N g2 N2
oul0) = DalPla) = AT+ (AP

= rA%dr.
Ko gre A — oo (iz pravokotnih preidemo na enotine impulze), dobimo:

ow(0) = lim kA%dr = k§(0) .

A—o0

Naj bo 7 # 0. Ker se impulzi pojavljajo neodvisno eden od drugega, je

P(zjlzi;m) = P(zj).
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Zato je
) kdr kdT
opp(7) = lim (A-A+ (—A)-(—A)+ (—A)-A+ A-(—A))—— =0.
A—o0 2 2
Avtokorelacija belega Suma je potemtakem
ngb(T) = Ii(;(’]’) . (754)

Spekter moc¢nostne gostote belega Suma je

dop(w) = Flew(r)) = F(kd(1)) =k .

Komentar

Zaradi lastnosti, da je spekter mocnostne gostote naklju¢nega signala b(t) kon-
stanten preko cele frekvencne osi, je signal b(¢) dobil ime beli Sum. To je nakljuéni
signal, v katerem so vse frekvence enakomerno zastopane.

oup(T) Pvp(w)

Slika 7.7: Avtokorelacija ppp(7) in spekter moénostne gostote ¢pp(w) belega Suma

Slika 7.7 prikazuje avtokorelacijo ppy(7) belega Suma in njegov spekter mocénostne
gostote ¢py(w). Kot vidimo, avtokorelacija tega signala ni zvezna v izhodiscu.
Tam je tudi neomejena:

cpbb(()) =P, = Ii(S(O) =00 .
Signal b(t) torej ni moénosten!

Ker je
eo(T) =0  TH#0,
odvisnosti med amplitudami

b(t) in b(t+7), T#0,

belega Suma pri razlicnih ¢asovnih trenutkih ni. S to lastnostjo beli Sum v smislu
“nakljucnosti” predstavlja mejnik v prostoru nakljuénih signalov.

Poglejmo 8e dve razli¢ici Poissonovega naklju¢nega toka enotinih impulzov.
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Slika 7.8: Nakljucni signal pozitivnih enotinih impulzov ¢(¢), ki tvorijo Poissonov
tok dogodkov.

Primer 7.4
Naj bo ¢(t) Poissonov nakljuéni tok samih pozitivnih enotinih impulzov (slika 7.8).

Dolocimo avtokorelacijo ¢..(7) in spekter mo¢nostne gostote ¢..(w) signala c(t).

Resitev
Podobno kot smo to storili v primeru 7.3, tudi sedaj lahko dolo¢imo njegovo av-
tokorelacijo ¢..(7) in spekter mocénostne gostote ¢.(w).

Dobimo:
$ee(T) = KO(T)+ K2 )
bec(W) = K+ 21K20(w) .
Pee(T) Pee(w)
2
K
0 T 0 w

Slika 7.9: Avtokorelacija @pecc(7) in spekter mocnostne gostote ¢ec(w) nakljuénega signala c(t)

Poteka avtokorelacije ¢q.(7) in spektra mocnostne gostote ¢..(w) signala c(t) sta
podana na sliki 7.9.

Komentar
Avtokorelacija ¢¢.(7) ne izpolnjuje lastnosti

lim @..(7) =0,

T—+o00
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ker je srednja vrednost naklju¢nega signala c(t) razliécna od 0.

Iz ocene

v limiti dobimo

Avtokorelacija ¢..(7) je Se en primer signala, ki je invarianten na Fourierovo trans-
formacijo, saj je tako signal ..(7) kot njegov spekter ¢..(w) izrazen kot vsota
enotinega impulza in pozitivne konstante.

Tudi nakljuéni signal ¢(t) ni mocnosten.

Primer 7.5
Naj bo d(t) Poissonov nakljuéni tok enotinih impulzov, ki se po predznaku izme-
njujejo (slika 7.10). Dolo¢imo avtokorelacijo ¢q44(7) in spekter mo¢nostne gostote

d(t)

Slika 7.10: Nakljuéni signal po predznaku izmenjujocih se enotinih impulzov d(¢)

¢ad(w) signala d(t).

Resitev
Na podoben nacin kot v primeru 7.3 bi lahko tudi tokrat dolocili avtokorelacijo
©v4d(T) in spekter moénostne gostote ¢qq(w) in dobili
aa(T) = k(1) — K2 2T
4K3 Kw?

Gaa(w) = kK =

C4RZ +w? 4RrZ+w?

Potek avtokorelacije ¢q44(7) in spektra mocnostne gostote ¢qq(w) je prikazan na
sliki 7.11.

Komentar
Za razliko od belega suma (primer 7.3) avtokorelacija @qq4(7) nakljuénega signala
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©ad(T) ¢dad(w)

Slika 7.11: Avtokorelacija ¢44(7) in spekter mocnostne gostote ¢gq(w) na-
kljuénega signala d(t)

d(t) ni enaka 0 za zamike 7, ki so razli¢ni od 0:

QDdd(T)?éO, 7_7é0

V signalu d(t) lahko vsaj delno predvidimo dogajanje v prihodnosti, saj pozitiv-
nemu enotinem impulzu vedno sledi negativni in obratno.

Ker je povprec¢na vrednost d(t) = 0, je v tem primeru izpolnjena tudi lastnost

lim (Pdd(T) =0

T—Fo0
in je zato tudi spekter ¢q44(w) povsod konéna funkcija.

Zaradi
®da(0) = oo

naklju¢ni signal d(t) prav tako ni moé¢nosten.
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8. Uporaba korelacijskih transformacij pri
obdelavi signalov

8.1 Prevajanje signalov preko linearnih stacionar-
nih sistemov

u(t) LSS y(t)

Slika 8.1: Linearni stacionarni sistem (LSS) z vhodnim u(¢) in izhodnim signalom y(t)

Linearnost in stacionarnost sistema z enim vhodnim in enim izhodnim signalom
(slika 8.1) definiramo z naslednjimi lastnostmi:

Linearnost

Naj bosta w1 (t) in us(t) dva poljubna vhodna signala ter y; (¢) in y2(t) pripadajoca
izhodna signala:

up (t) — ya(t) in uz(t) — ya(t) .

Vhodnemu signalu w1 (t) + u2(t) v linearnem sistemu vedno pripada izhodni signal
yi(t) +y2(2) -

Iz definicije linearnosti hitro izpeljemo veljavnost linearnosti za poljubno Stevilo
N > 2 vhodnih signalov:

N N

wit) — yilt) = > wi(t) — > yilt)

i=1 i=1
in lastnost sorazmernosti:

u(t) — y(t) = au(t) — ay(t) VaeC.

188
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Stacionarnost

Naj bo u(t) poljuben vhodni signal in y(¢) pripadajoci izhodni signal:
u(t) — y(t) -

Sistem je stacionaren, ¢e za poljubni ¢asovni zamik ty velja

u(t —to) —> y(t —to) -

8.1.1 Zveza med vhodnim in izhodnim signalom v linearnih
stacionarnih sistemih

m Vzemimo, da je vhodni signal v linearni stacionarni sistem enak enotinemu
impulzu §(¢). Odziv sistema na enotin impulz ozna¢imo s h(t). Ker je signal
h(t) odziv sistema na vhodni signal ob ¢asu 0, je zaradi principa vzro¢nosti'
lahko razlicen od 0 le za ¢ = 0 oziroma

h(t)=0, t<0. (8.1)
Naj bo u(t) poljubni vodni signal, ki je razlicen od 0 od ¢asovnega trenutka a dalje:
ut) =0 <= t<a. (8.2)

Signalu wu(t) priredimo signal 4(t), tako da ¢asovno os t razdelimo na podintervale
Sirine At in konstantno amplitudo signala 4(t) na vsakem podintervalu dolo¢imo
z amplitudo signala u(t) v levem krajiséu podintervala (slika 8.2). Ko manjsamo
§irino At, velja

All_r}l}ﬁ a(t) = u(t) .

Oznacimo z dy(t) delni odziv sistema na del signala 4(t) s ¢asovnega intervala
[1, 7+ At) (slika 8.2). Ta del signala predstavlja, ko gre At — dr, infinitezimalno
ozek pravokoten impulz s konéno amplitudo u(7) ob ¢asu 7. Podoben impulz je
funkeija 6(t — 7), ki ima povrsino 1. Zaradi stacionarnosti je

ot—71)— h(t—1).

Zaradi lastnosti sorazmernosti, ki velja v linearnih sistemih, lahko iz primerjave
ploséin vhodnih impulzov zapisemo

u(t)dr  dy(t)

1 h(t — )

in dobimo
dy(t) = u(r)h(t — 7)dr .

IPrincip vzroénosti (kavzalnosti) pravi, da posledica ne more nastopiti pred svojim vzrokom.
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u(t)

Slika 8.2: Vhodni signal u(t) in prirejeni signal 4(t)

Na izhodni signal y(t) vplivajo vsi tisti deli vhodnega signala u(7), kjer je 7 < ¢.
Zaradi linearnosti sistema lahko celoten odziv y(t) zapisemo kot integral delnih
odzivov dy(t) :

y(t) = / w(P)h(t — 7)dr | (8.3)

Zaradi (8.1) in (8.2) je

t —+oo
y(t) = / w(FYh(t — 7)dr — / w(F)h(t — 7)dr = u(t) + h(t) . (8.4)

—00

Izhodni signal v linearnem stacionarnem sistemu je torej enak konvoluciji vhodnega
signala in odziva sistema na enotin impulz. Ker je konvolucija simetri¢na, velja
tudi

+oo

y(t) = u(t) « h(t) = h(t) * u(t) = / h(r)u(t — 7)dr = /o h h(r)u(t — 7)dr .

— 00

Pri obravnavi linearnih stacionarnih sistemov je odziv sistema h(t) na enotin im-
pulz zelo pomemben signal, saj je z njim mogoce odziv sistema na poljubni vhodni
signal vnaprej dolo¢iti.

m Fourierovo transformacijo impulznega odziva
H(w) = F (h(t))

imenujemo prevajalna funkcija linearnega stacionarnega sistema.

Iz lastnosti konvolucije neperiodiénih signalov (6.18) sledi

y(t) ¢ Y(w) = Hw)- Uw)
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in od tod

H(w) = % . (8.5)

Enacba (8.5) velikokrat nudi moznost za dolo¢itev prevajalne funkcije sistema in
z uporabeo inverzne Fourierove transformacije

h(t) = F ' (HWw)) ,

dolo¢itev impulznega odziva h(t). Potrebujemo le znan par signalov u(t) — y(t),
katerih Fourierovi transformaciji? je mozno izracunati.

8.1.2 Vhodni signal je stacionarni nakljucni signal

Vzemimo, da je vhodni signal u(t) v linearni stacionarni sistem stacionarni naklju-
¢ni signal. Zveza med vhodnim in izhodnim signalom (8.5) je Se vedno veljavna.
Izhodni signal y(t) je v tem primeru tudi stacionarni nakljuéni signal. Vzemimo,
da je pri obravnavi linearnega stacionarnega sistema situacija taka, da ne moremo
vplivati na potek oziroma izbiro vhodnega signala. Ker Fourierova transformacija
stacionarnih nakljuénih signalov ne obstaja (glej razdelek 7.1), si v tem primeru pri
dolo¢itvi prevajalne funkcije sistema H(w) in impulznega odziva h(t) ne moremo
pomagati z enacbo (8.5).

Iz lastnosti stacionarnih naklju¢nih signalov vemo, da je njihova avtokorelacija
deterministi¢ni signal (7.1), za katerega je mogoce dolo¢iti Fourierovo in inverzno
Fourierovo transformacijo (7.5). Izvedimo zvezo med avtokorelacijo izhodnega in
avtokorelacijo vhodnega signala!

Zapisimo izraz za izracun avtokorelacije izhodnega signala s ¢asovnim povpreéjem
(7.1), upostevajmo zvezo med vhodnim in izhodnim signalom (8.5) ter zamenjajmo
vrstni red integriranja in limitiranja:

N
entr) = Jim g [y

Th_{r(io % /_i{/_:o h(o)u(t — a)da} {/_:O h(y)u(t +7 — 'y)dv}dt

Th_{r(io % /_i{/_:o h(c)u(t — o) l/_:o h(y)u(t + 1 — v)dfy] da}dt

= = h(o) = h(y)| lim 1 ' u(t — o)u(t +7 —~)dt|dy pdo
oo oo T—o0 2T J_ o

-/ :O h(cr){ / +: B Pl +7 wdv}da.

2H(w) lahko iz 8.5 dolo¢imo le za frekvence w, kjer je U(w) # 0.
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Vpeljimo novo spremenljivko ¢ = v — o in Se enkrat zamenjajmo vrstni red inte-
griranja:

+oo +oo
Pyy(T) = / h(a){/ h(t + o) ouu (T — t)dt}da

— 00 — 00

“+o0 o) +o00
[ {/ h(o)h(t + U)da}@uu(r —t)dt = [ Onh(t)Quu (T — t)dt

= onn(T) * Puu(T) -

Avtokorelacija izhodnega stacionarnega naklju¢nega signala je potemtakem enaka
konvoluciji avtokorelacije odziva sistema na enotin impulz in avtokorelacije vho-
dnega stacionarnega naklju¢nega signala:

Cyy(T) = @nn(T) * Quu(T) . (8.6)

Zaradi eksistence Fourierove transformacije avtokorelacije stacionarnih naklju¢nih
signalov (7.5) lahko zvezo (8.6) zapiSsemo tudi v frekvenénem prostoru:

¢yy(w) = ¢hh (w) : Qbuu(w) . (87)

Ker je zaradi (6.7)
Snn(w) = [H(w)[* ,

je

H)? = 22

uu

Iz zveze (8.7) lahko dolo¢imo le spekter amplitudne gostote prevajalne funkeije
sistema |H (w)|. V nekaterih primerih to ze zadostuje, ¢e pa zelimo dolo¢iti preva-
jalno funkcijo v celoti, je potrebno poiskati povezavo za krizno korelacijo @q,(7)
vhodnega in izhodnega stacionarnega naklju¢nega signala:

Yuy(T) = lim L/ u(t)y(t + 7)dt

T “+o0
= Tlgréo%/Tu(t){/oo h(a)u(t—i—r—a)da}dt

+oo T
/_ h(a){Tlgl)o % /_T u(t)u(t+ 71— a)dt}da

+oo
:l/ W(0)un (7 — 0)dor = h(T) * Puu(r)

— 00

V frekvenénem prostoru dobimo enacbo
Puy(w) = H(w) - duu(w) ,
iz katere lahko dolo¢imo prevajalno funkcijo sistema:

_ Puy (w)

H(w) = @)
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8.2 Poissonovi stacionarni nakljucni signali

Zvezo med vhodnim in izhodnim signalom v linearnem stacionarnem sistemu lahko
uporabimo za modeliranje in dolocitev nekaterih lastnosti stacionarnih nakljuénih
signalov.

Naj nakljuéni signal f(t) sestavljajo motnje natanko dolocene oblike h(t), ki se v
casu naklju¢no, vendar stacionarno pojavljajo enako verjetno s pozitivnim ali ne-
gativnim predznakom. Povpreéno Stevilo motenj na ¢asovno enoto « je konstantno.
Hipoteti¢na poteka nakljuénega signala f(t) in oblike motnje h(¢) sta podana na
sliki 8.3.

h(t) ft)

Doas A Movgpapn

Slika 8.3: Motnja h(t) in prirejen nakljuéni signal f(t)

Motnja h(t) naj bo energijski signal, za katerega velja
h(t)=0, t<0.
Nakljuéni signal f(t) bi lahko zapisali kot

oo

f&)= > aht-t), ac{+1,-1}, (8.8)

1=—00

kjer so t; nakljuéni casovni trenutki, ko se motnja pojavi, a; pa nakljune spre-
menljivke, ki lahko z enako verjetnostjo zavzamejo vrednosti +1 ali —1. Ce tok
dogodkov, ki ga predstavljajo nakljuéno ponavljajoce se motnje, zadosca pogojem
Poissonovega procesa, je f(t) Poissonov signal.

Signal f(t) si lahko predstavimo tudi kot izhodni signal iz linearnega stacionar-
nega sistema z impulznim odzivom h(t) in vhodnim signalom, ki je enak belemu
gumu b(t), ki smo ga opredelili v razdelku 7.3 (slika 8.4). Tako razmisljanje lahko
uporabimo za dolo¢itev avtokorelacije ¢sr(7), tako da uporabimo zvezo med av-
tokorelacijami vhodnega in izhodnega signala (8.6):

0rr(m) = onn(T) * opp(7)
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I B oy P

Slika 8.4: Vhodni signal b(t), linearni stacionarni sistem z impulznim odzivom
h(t) in izhodni signal f(t)

Ker je po (7.54)
wb(T) = K (T)
in ker je funkcija §(7) enota za konvolucijo (6.21), je
@1£(7) = @nn(7) % £6(T) = K pnn(T) - (8.9)

Pri tem @pp(7) dolocimo iz (6.3) kot avtokorelacijo neperiodi¢nega deterministi-
¢nega signala. Spekter moc¢nostne gostote ¢ ¢(w) signala f(t) je tedaj

Srr(W) = K dnn(w) = k| Hw)*.

Podobno bi lahko doloéili tudi avtokorelacije in spektre mo¢énostne gostote Pois-
sonovih naklju¢nih signalov, ki bi jih namesto iz belega suma b(t) pridobili z nje-
govimi razli¢icami ¢(t) in d(t), kot smo jih definirali v poglavju 7 v primerih 7.4
in 7.5.

Primer 8.1
Naj bo e(t) nakljuéni signal, kot smo ga definirali z (8.8). Pri tem naj bo potek
motnje g(¢) podan z

glt) =
() 0 , drugod.

{ Ae ™ t>0, A, a>0
Del mozne realizacije nakljuénega signala e(t) je podan na sliki 8.5.

Dolo¢imo avtokorelacijo ¢e.(7) in spekter mo¢nostne gostote ¢..(w) signala e(t)!

Resitev
Iz enacbe (8.9) sledi

Pee(T) = Kpgg(T) .

Avtokorelacija signala g(t) pa je

Pgg(T) = /jo g(t)g(t+ 7)dt .
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e(t)
A 4
0
— t
_AL

Slika 8.5: Signal e(t)

gt +7)

Slika 8.6: Signala g(t) in g(t+7) zaT >0

Za 1 > 0 (slika 8.6) dobimo

o) o0 A2 00
0ge(T) = / Ae~ % Ae~ ) gt = AQe"”/ e20tqt = — T aT 20t
0 0 2a 0
e,
2a

Ker je avtokorelacija realnih signalov soda funkcija (6.5), je

A2
Pgg(T) = %e

—al7| za vsak T

in zato



196 8. UPORABA KORELACIJSKIH TRANSFORMACIJ PRI OBDELAVI SIGNALOV

Spekter mocnostne gostote ¢.(w) je enak

Pee(w) K|Gw)? .
Spekter |G(w)| za podoben signal smo ze dolo¢ili v primeru 5.1 in dobili
A
Gw) = ——.
Wl = Tera
Zato je
KA?
Peel) = iy

Poteka avtokorelacije @ee(7) in spektra mocnostne gostote ¢e.(w) nakljuénega si-
gnala e(t) sta podana na sliki 8.7.

B Deelw)
/ﬁéﬁﬂi /ﬂ(g)z\
0 T 0 w

Slika 8.7: Avtokorelacija pee(7) in spekter moénostne gostote ¢ee(w) nakljuénega signala e(t)

8.3 Odkrivanje periodicne komponente iz ozadja
sumov

Odkrivanje periodi¢ne komponente iz ozadja Sumov imenujemo postopke, ki ugo-
tavljajo, ali je periodi¢na komponenta v signalu sploh prisotna, kaksna je njena
perioda in kaksen je njen potek. Predpostavke in nalogo bolj natan¢no definiramo
na slede¢ nacin.

Vzemimo, da signal f(¢) lahko predstavimo z vsoto

F(t) = S(t) + N(t) . (8.10)
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Pri tem naj bo:

S(t) mocnostni periodicni signal z osnovno periodo Ty,

N(t) moénostni nakljucni signal, ki izvira iz stacionarnega naklju¢nega procesa.

Zastavimo si naslednja vprasanja:
mAlije S(t)#07?

m Ce je S(t) # 0, kolikéna je njegova perioda Tp ?
m Kaksen je potek signala S(t)?

Znani so razliéni postopki obdelave signalov za reSevanje te naloge. Med doslej
najbolj razdelane spadajo pristopi, ki uporabljajo: kepstralno analizo [1], dolo¢itev
funkcije povprecja razlik amplitud (funkcija AMDF?) [2] in uporabo korelacije.

Razvoj postopkov za odkrivanje periodi¢ne komponente sezejo v obdobje 2. sve-
tovne vojne in so povezani z iznajdbo radarja. Pri sprejemu radarskih valov imamo
namre¢ opravka s situacijo, ki jo modelira enacba (8.10). Radarska antena, ki se
vrti s krozno frekvenco wg, oddaja signal v doloceni ravnini in sprejema odboje.
Ce bo iz dolocene smeri (azimuta) prislo do odboja, se bo ta, zaradi vrtenja an-
tene, na sprejemniku manifestiral kot periodi¢ni signal s periodo Ty = 3—7[; Doseg
radarja je vedno omejen, njegov sprejem pa je mozno oslabiti z namernim oddaja-
njem motenj. Razvoj prej omenjenih pristopov se je zacel z namenom, da bi doseg
radarskih naprav izboljsali in dosegli ¢im vec¢jo neobcutljivost detekcije odbojev na
dodani Sum. Kasneje se je izkazalo, da je model predstavitve naklju¢nega signala
(8.10) in podrocje uporabe mnogo Sirse. V razdelku 8.3.3 si bomo ogledali, kako
je postopke za odkrivanje periodi¢ne komponente mogoce uporabiti pri obdelavi
govornih signalov.

8.3.1 Postopek z avtokorelacijo

Signal f(t) obravnavamo kot realen stacionarni nakljucéni signal. Po (7.1) je av-
tokorelacija ¢(7) takega signala, ki je deterministi¢ni signal, podana s ¢asovnim
povprecjem kot

+T
¢(r) = lim L 3 FOf(t+7)dt .

Dolo¢imo odvisnost ¢(7) od signalov S(t) in N(¢):
f) = SH+N@),
1t
o(r) = lim —/_T (S(t) + N)(S(t+7) + N(t +7)dt

T—oo 2T

= pss(7) +sn(T) + ons(T) + onn(T) -

3Kratica izvira iz angleskega naziva: Average Magnitude Difference Function.
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Ker je signal S(t) periodi¢ni in zato deterministi¢éni signal, signal N (¢) pa povsem
nakljucen, odvisnosti med amplitudami signalov S(¢) in N(¢) ni, kar pomeni, da
sta® krizni korelaciji za vse T enaki:

psn(T) = pns(T) =0.

Zaradi tega je

@(1) = pss(T) + NN (T) . (8.11)

Upostevajmo lastnosti avtokorelacij (4.17) in (7.4):

wss(T+To) = pss(t), zavsakT,
lim oyn(r) = 0.
T—>00

Zaradi tega lahko za vse 7, ki so vecji od neke kriti¢ne vrednosti 7y, od katere dalje
so vrednosti ¢ N (7) zanemarljivo majhne, uporabimo naslednji sklep:

p(r) = pss(r) = S(t)#0,
o(t) =0 = S()=0.

Torej v primeru, ko je periodiéna komponenta S(t) v signalu f(¢) prisotna, av-
tokorelacija ¢(7) tega signala od nekega 7y dalje kaze periodi¢en znac¢aj. Sicer
amplitude avtokorelacije ¢(7) z vecanjem zamika 7 izzvenijo.

Zgoraj opisano situacijo ponazarja naslednji primer.

Primer 8.2
Imejmo signal f(t), sestavljen iz periodi¢ne komponente S(t), ki je podana z izra-
zom

-F , —b<t=Z0
S(t) = E , 0<t<bh
S(t+n2b)=S8(t),neZ, drugod

in motilnega nakljuénega Poissonovega vala N (t). Glej tudi sliko 8.8.

Dolo¢imo avtokorelacijo ¢(7) signala f(t).

Resitev
Naj bo

Izhajamo iz relacije (8.11)
p(1) = wss(7) +enn(7)
in dolo¢imo avtokorelaciji periodi¢ne komponente S(¢) in naklju¢nega signala N ().

Avtokorelacijo periodi¢ne komponente S(t) izra¢unamo po (4.13).
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W
I T 1 O O O O

—2F
Slika 8.8: Potek signalov S(t), N(t) in f(t)

Za integracijsko obmocje izberemo interval (0,2b) in najprej dolo¢imo (1) za
0 < 7 = b (glej sliko 8.9):

E2 b—T1 b 2b—T 2b E2
0ss(T) = —~ / dt—/ dt—l—/ dt—/ dt | = —(b—-27).
2b 0 b—1 b 2b—T1 b

Zaradi sodosti avtokorelacijske funkcije (4.15) na —b < 7 < b velja

pos(r) = (b~ 2lrl)

kar je obmocje ene periode. Povsod drugod potek avtokorelacije periodi¢no na-
daljujemo:

wss(T +n2b) = pgs(r), zavsak n.

V poglavju 7 smo ze dolocili avtokorelacijo Poissonovega vala z uporabo vzorénega
povpreé¢ja (primer 7.2, na strani 179) in dobili

SDNN(T) — E26—2H|T| ,

kjer je parameter k dolocen kot povprecno Stevilo sprememb predznaka signala
N(t) na casovno enoto.

4Glej razdelek 7.2 na strani 163.
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S(t+T) E S(t)

27

2b—1
2b t

-1

Slika 8.9: Potek signalov S(t) in S(t+7) za 0 =7 < b.

Avtokorelacija signala f(t) je zato

B (b-2lr)) . b<7<h
p(r) = E?e 4
@ss(T+n2b) =pss(r), nE€ZL, drugod

Poteki avtokorelacij vss(7), ¢nn(7) in ¢(7) so prikazani na sliki 8.10. Na sliki
je dobro razviden “periodicen rep”, ki kaze na prisotnost periodi¢ne komponente.
V danem primeru ne bi bilo tezko dolo¢iti oceno periode signala S(t) z dolo¢itvijo
lege maksimuma avtokorelacije, ¢e pri tem izvzamemo maksimum, ki nastopi ob
casu 7 = 0.

8.3.2 Postopek s krizno korelacijo

Predpostavimo, da je perioda signala S(t) vnaprej znana. V primeru uporabe
postopka za odkrivanje odbitih radarskih signalov je ta zahteva izpolnjena, saj gre
za, periodo, ki je dolo¢ena s krozno frekvenco lastne antene.

Dolo¢imo krizno korelacijo med signaloma f(¢) in C(¢), kjer je signal C(¢) nek
vnaprej doloc¢en moc¢nostni periodi¢ni signal z enako periodo, kot jo ima signal

S(t):
Ct)y=C(t+1Ty), Vt.

Krizna korelacija ¢cf(7) teh signalov je podana s

+T
poy(r) = lim i/ﬁ C)f(t+7)dt

in je deterministi¢ni signal, ¢e signal f(t) izvira iz stacionarnega nakljuénega pro-
cesa.
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Uporabimo izraz (8.10) in dobimo
e
wof(t) = lim — Ct)(S(t+71)+ N(t+7))dt

T—o00 2T -T

wes(T) +eon(T) -

Ker je periodi¢ni signal C(t) deterministicen, signal N(¢) pa povsem nakljucen,
enako kot pri postopku za avtokorelacijo zaklju¢imo, da je

wen(t) = 0.

Zaradi tega je krizna korelacija

@Cf(T) = @cs(7).

Krizna korelacija dveh periodi¢nih signalov z enako periodo je zopet periodi¢ni
signal (4.29)

pos(tr+To) = ¢cs(t), VT.
Zaradi tega lahko glede na potek krizne korelacije pcf(7) izpeljemo naslednji sklep:

poy(r) = pep(t+To) = S{t)#0,
pof(t) =0 = S(t)=0.

V primeru, ko je periodi¢na komponenta S(t) v signalu f(¢) prisotna, je krizna
korelacija wcs(7) periodicen signal. Sicer je pos(7) enaka 0 oziroma so njene
ocenjene vrednosti zanemarljivo majhne.

Komentar

Izkaze se, da je postopek s krizno korelacijo robustnejsi od postopka detekcije
periodi¢ne komponente z uporabo avtokorelacije. To si lahko razlozimo z vplivom
napak, ki se jim pri dolocanju ocen korelacij ne moremo izogniti. Pri postopku
z avtokorelacijo lahko potek avtokorelacije ocenimo le na konénem integracijskem
obmocju. Zaradi tega

tudi oceni za krizni korelaciji ¢ns(7) in pgn(7) v splosnem nista enaki 0. Peri-
odi¢nost v poteku ¢(7) pa e dodatno zakriva aditivni vpliv ocene za avtokorelacijo
on N (7) nakljuénega dela N(t). Pri postopku z uporabo krizne korelacije zaradi
napake, ki jo naredimo pri ocenjevanju ¢c¢(7), v splosnem ne moremo trditi, da
je enaka ni¢ le ocena krizne korelacije pon (7). Seveda pa lahko postopek s krizno
korelacijo uporabimo le, ¢e je perioda signala S(t) vnaprej znana, pri postopku z
uporabo avtokorelacije pa te omejitve ni.

Vzemimo, da je
C(t) ~ 5T0(t) :
Ker je zaradi (4.39)
e 1
ponys(r) = [ dn O+ rIdt = -5().

lahko s tako izbiro signala C(t) pridobimo tudi oceno poteka periodiéne kompo-
nente.
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8.3.3 Odkrivanje zvenecih in nezvenecih delov govora ter
dolocanje intonacije

Govorni signal je akusti¢ni signal, ki ga ljudje uporabljamo za medsebojno spo-
razumevanje z naravnim jezikom. Posamezne dele govornega signala s svojimi
posebnimi karakteristikami lahko opredelimo kot simbole, ki jih imenujemo gla-
sovi oziroma fonemi nekega jezika. 7 razli¢nimi zaporedji teh simbolov v nekem
izbranem jeziku po dolo¢enih pravilih kodiramo medsebojna sporocila. Izgovorjave
posameznih glasov so med sabo zvoc¢no razlicne v taki meri, da jih lahko ljudje
s sluhom med sabo razlikujejo. Ker je zaradi tega govor sestavljen iz akusticno
razlicnih delov, ga lahko opredelimo kot ne—stacionaren nakljuc¢ni signal.

Ena izmed osnovnih delitev glasov vsakega jezika je delitev na zvenece in nezvenece
glasove oziroma dele govora. Zvenece glasove tvorimo tako, da s primernim sti-
skom misic, ki obkrozajo glasilke, dosezemo, da pri prehajanju izdiSnega zraka
skozi sapnik glasilke zavibrirajo. Frekvenco vibracij lahko s spreminjanjem tlaka
izdiSnega zraka in pritiskom misic kontroliramo. Nezvenece glasove tvorimo tako,
da glasilke s stiskom toliko razklenemo, da ne vibrirajo ve¢. Najizrazitejsi zveneci
glasovi so samoglasniki®, nezveneéi pa na primer nezveneéi priporniki®. Zvenece
glasove lahko na dovolj kratkem ¢asovnem intervalu opredelimo kot signale z vse-
bovano periodi¢no komponento, medtem ko pri nezvenecih glasovih periodi¢ne
komponente ni. Potek hotenega spreminjanja frekvence nihanja glasilk pri govo-
rjenju imenujemo intonacija ali melodija govora. Intonacija je od jezika odvisna
in z njo v govor dodajamo dolo¢eno informacijo. Na nivoju izgovora besed z into-
nacijo naznac¢imo naglasene zloge, na stavénem nivoju pa s spremembo intonacije
poudarimo (pomembne) besede in izrazimo stavéno obliko”.

Pri samodejni obdelavi govora je problem odkrivanja zvenec¢ih delov govora in
njegove intonacije pomemben na primer pri razpoznavanju govora, pri Studiju
foneti¢nih in prozodi¢nih lastnosti jezika, pri sintezi govora in ucenju tujih jezikov
oziroma ucenju pravilne izgovorjave govorno prizadetih oseb.

S tehniskega stalisca lahko govorni signal opredelimo z naslednjimi znac¢ilnostmi:
m je nestacionaren naklju¢ni signal,
m periodi¢na komponenta se v govoru pojavlja le pri zvenecih delih,
m perioda periodi¢ne komponente se s ¢asom spreminja,
m frekvenéni obseg govornega signala je med 25 Hz in 10 kHz,
m intonacija se pri obi¢ajnem govoru giblje med 25 Hz in 250 Hz.

Pristop k reSevanju problema

Za detekcijo zvenecih delov govora in dolo¢anje periode s korelacijskimi metodami
je potrebno uporabiti avtokorelacijo, ker periode zvenecega dela signala vnaprej

5V slovenscini glasovi: a, é, ¢, 4, 6, J, u in polglasnik a.
6V slovensini glasovi: f, h, s in &.
7Osnovne stavéne oblike so: povedna, vprasalna in velelna oblika.
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ne poznamo in se s ¢asom spreminja.

Pri doloc¢anju priblizka avtokorelacije se je potrebno omejiti na dovolj “kratek”
¢asovni interval (—T1,71), na katerem se intonacija Se bistveno ne spremeni:

+T 1 +T3

o(1t) = lim — f@OfE+7)dt ~ T f@fE+7)dt.
T 1.J-m

Govorni signal vzor¢imo s ¢asovnim razmakom ty. Zato tudi ocene vrednosti
avtokorelacije dolo¢imo le pri diskretnih ¢asovnih trenutkih ktg, pri integriranju
pa moramo uporabiti numeri¢ni postopek:

+N

1t 1
olbta) = g [ SO+ Kokt = 50 3 st Gt + o).

Rezultate dolocanja avtokorelacije na kratkih izsekih govornega signala si poglejmo
na nekaterih primerih.

Primerjava zveneé : nezveneé del govora

Na sliki 8.11 sta prikazana 25 ms dolga izseka glasov a in § ter njuni normirani
avtokorelaciji. Avtokorelacijo smo normirali®, tako da smo njeno vrednost ob 7 = 0
postavili na 1. Poteka obeh avtokorelacij se moc¢no razlikujeta. Periodicen “rep”

39 BOGRY oSt ebs s stb dhuecbem o R py teliar lag i RS S
nss-amnlitndahite pada disadattingse salyaatidpero dicnostl.
p(r0) 2 ¢(r), 7>0.

Ali je pridobljena vrednost 7y lahko ocena periode periodi¢ne komponente v si-
gnalu, odlo¢imo iz primerjave velikosti maksimuma ¢(79) z vrednostjo avtokorela-
cije ¢(0) in velikosti ocene za periodo.

Ce je
0(0) —p(rg) > A in/ali
n < B,

kjer sta vrednosti za A in B doloceni na podlagi lastnosti govornega signala?,
vrednosti 79 ne sprejmemo za oceno periode govornega signala in odlo¢imo, da je
obravnavani izsek govora nezvenec.

Vpliv Sirine izreza (277) signala na obliko avtokorelacije

Ocena avtokorelacije stacionarnega nakljuénega signala je tem boljsa, ¢im daljsa
je tasovna 8irina (27}) okna. Ker lahko govorni signal razumemo le kot odsekoma

8Tak postopek normalizacije lahko razumemo tudi kot normiranje energije izseka signala.
9Vrednosti pragov A in B lahko prilagodimo dolo¢enemu govorcu ali pa naginu govora.
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stacionaren govorni signal, pa moramo §irino okna nujno omejiti. Pri spontanem
govoru intonacijo stalno spreminjamo, kar pomeni, da tudi pri daljsih zvenecih
govornih segmentih pogoj periodi¢nosti ne bo ve¢ izpolnjen.

Na sliki 8.12 je prikazana ocena avtokorelacije govornega signala glasu a za tri
razli¢ne Sirine okenske funkcije. Pri Sirini okna 10 ms pri postopku dolo¢anja
periode, kot je opisan v prejSnjem razdelku, pride do napake, ker se odlo¢imo za
enkrat predolgo periodo'?. Pri $irini okenske funkcije 30 ms zvene¢ govorni izsek
zaradi vecje Sirine okna ni ve¢ povsem periodicen in zato “periodicni rep” ni vec
tako izrazit.

Vpliv oblike signala na avtokorelacijo

Naloga odkrivanja zvenecih delov govora in dolocanje intonacije je seveda odvisna
od izrazitosti periodi¢ne komponente in oblike signala. Slika 8.13 prikazuje tri 25
ms dolge izseke govornih signalov za zvenece glasove a, ¢ in Z in njihove avtokore-
lacije. Pri glasovih a in d je zvene¢nost sicer razvidna direktno iz poteka signalov,
vendar pa bi se pri samodejnem dolocanju ocene periode pri glasu ¢ zaradi oblike
signala, ki ima znotraj intervala ene periode dva izrazita in po amplitudi podobna
maksimuma, tezko odlocili, katero vrednost bi izbrali. Pri avtokorelaciji izseka si-
gnala glasu ¢ je maksimum pri ¢asu 7, ki ustreza oceni periode signala, v primerjavi
z ostalimi lokalnimi maksimumi dosti bolj izrazit. Glas Z, v jezikoslovju oprede-
ljen kot zveneé pripornik, je nekje na robu zvenecnosti in ga tudi ljudje tako pri
izgovoru kot tudi pri razpoznavanju veckrat zamenjujemo z njegovim nezvenecim
parom §. To je primer, kjer ucinkovitost postopka ugotavljanja zvenecega dela
govora z uporabo avtokorelacije odpove. Oceno periode, oznacene na sliki 8.13, bi
zaradi neizrazitosti maksimuma prav lahko zgresili. Zaradi njegove relativno maj-
hne amplitude v primerjavi z vrednostjo ¢(0) pa bi lahko sprejeli tudi odlocitev,
da je analiziran odsek govora nezvenec.

Srediséno izrezovanje signala'!

Izkaze se [3], da ucinkovitost odkrivanja zvenec¢ih delov govora in dolo¢anja in-
tonacije pomembno izboljsamo z uporabo posebnega nacina filtriranja signala, ki
ga imenujemo srediscéno izrezovanje (CC). Enostavni postopek izvedemo tako, da
vse vrednosti signala, ki so po absolutni vrednosti manjse od predpisane vrednosti
C, postavimo na 0, sicer pa jih po amplitudi absolutno zmanjsamo za C. Iz f(t)
dobimo signal

0 , f@l<C
fec(t) =

£(t)
t)]

Far(f@®)=C),  drugod,

10Napake, kjer je ocena periode enkrat prevelika ali premajhna, kot da bi z glasom preskoéili
eno oktavo navzgor ali navzdol, so najbolj pogoste.
1 Anglesko “center clipping”.
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za katerega dolo¢imo avtokorelacijo. Primer uporabe sredis¢nega izrezovanja je
prikazan na sliki 8.14. Pri primerjavi avtokorelacije izvornega signala z avtokore-
lacijo sredis¢éno izrezanega signala opazimo, da so vrednosti lokalnih maksimumov
znotraj obmocja ene periode bistveno manjsSe za sredis¢no izrezan signal. To po-
sledi¢no pomeni, da se zmanjsa moznost napacne odloc¢itve pri izbiri ocene periode.

Zgradba sistema za dolo¢anje intonacije govora z avtokorelacijo

Vkljuéitev postopka srediS¢nega izrezovanja v sistem za dolo¢anje intonacije govora
zanesljivosti delovanja navadno Se ne izboljsa dovolj. Zaradi tega je tak sistem ko-
ristno dopolniti Se z delom, kjer izvorni signal najprej spustimo skozi nizkopasovni
filter in s tem iz signala izlo¢imo visokofrekvenéni del, ki ne nosi informacije o pe-
riodi¢ni naravi signala. Temu sledi sredis¢no izrezovanje, dolocanje avtokorelacije
in ocena zvenecnosti ter intonacije. Pridobljene rezultate je smiselno Se naknadno
obdelati. Ker lahko predpostavimo, da je spreminjanje intonacije pri obi¢ajnem
nacinu govora zvezen proces, ki ne vklju¢uje hipnih sprememb, ocenjeni potek
intonacije zgladimo z medianinim ali podobnim filtrom [4]. Po dogovoru vredno-
sti za intonacijo pri nezvenecih delih govora postavimo na 0. Tako je sistem za
dolocanje intonacije govora navadno sestavljen iz naslednjih delov:

m nizko pasovno filtriranje,

m dolocanje avtokorelacije z uporabo sredis¢nega izrezovanja signala in ocena
zvenecnosti ter intonacije,

m naknadna obdelava rezultatov.

Vpliv srediSénega izrezovanja signala in postprocesiranja na pravilnost detekcije
periode je razviden iz slike 8.15, kjer so prikazani rezultati obdelave z osnovno
avtokorelacijsko metodo, s predhodnim sredis¢nim izrezovanjem in nazadnje Se z
naknadno obdelavo rezultatov s postopkom glajenja z medianinim filtrom. Rezul-
tati so povzeti po delu [3].
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Slika 8.10: Avtokorelacija periodiéne komponente pgg(7), Poissonovega vala
»nNN(T) in vsote obeh komponent ¢(7)
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signal avtokorelacija

glas a

25 ms

glas §

0 T

25 ms

Slika 8.11: 25 ms izseka govornega signala glasu a in glasu § ter njuni normirani
avtokorelaciji

signal avtokorelacija

10 ms 20 ms 30 ms

Slika 8.12: Govorni signal glasu a in njegove avtokorelacije pri treh razli¢nih
Sirinah okenske funkcije
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signal avtokorelacija

glas a

Slika 8.13: Govorni signali za glasove a, J in Z ter njihove avtokorelacije.Visina
l.m. oznacuje amlr()litudo lokalnega maksimuma znotraj obmocja ene periode glasu
¢ in njegove avtokorelacije.

signal avtokorelacija

Q

srediS¢no izrezan signal

N

0 A L R

Slika 8.14: Govorni signal glasu a in njegov sredis¢no izrezan signal ter njuni

avtokorelaciji. Sirina izreza znasa 2C. Visina Lm. oznacuje amplitudo lokalnega
maksimuma znotraj obmocja ene periode.
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avtokorelacijska metoda

Fe
1 RO
S Pl Wl
1 N~ .
50 Hz + ) _—
0 0,5 s ' ot
srediSéno izrezovanje
Il
4 ,,-
,__\/N-—\_ e
1 k\"‘\__ e ‘
50 Hz + R
0 0,5 s t
naknadna obdelava
[l

50Hz T

0 0.5 s ' t

Slika 8.15: Rezultati samodejnega postopka dolo¢anja intonacije v govornem
signalu stavka “We were away a year ago.”.
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9. Digitalni signali

Pojem digitalnega signala smo definirali ze v uvodnem poglavju v razdelku 1.3.4
na strani 15. Se enkrat pripomnimo, da smo v prehod na obravnavo digitalnih
signalov prisiljeni, ¢e nameravamo postopke zajemanja in obdelave signalov udeja-
niti na digitalnih rac¢unalnikih. Diskretizacijo po ¢asu (vzoréenje) in diskretizacijo
po amplitudi (kvantizacijo) narekuje fizicna omejitev digitalnega pomnilnika na
konéno stevilo pomnilniskih celic, kar pomeni, da je zapis signala omogocen le s
konénim stevilom razli¢nih amplitud z omejeno natanénostjo.

Pri pridobivanju digitalnih signalov si lahko postopka vzorcéenja in kvantizacije
sledita v poljubnem vrstnem redu:

vzorCenje ~ — kvantizacija

digitalizacija: L ..
kvantizacija —  vzorcenje

To pomeni, da lahko vsakega izmed obeh potrebnih postopkov diskretizacije loceno
obravnavamo, ne da bi s tem vplivali na konéni rezultat — digitalni signal.

9.1 Vzorcenje
Pri digitalni obdelavi signalov za dolocanje karakteristik signala uporabljamo le
nekatere (vzoréne) vrednosti amplitud signala.

Postopek izbire vrednosti signala imenujemo vzorcenje (slika 9.1). Predstavimo ga
lahko s preslikavo

S:oat)—{..., z(t1), x(t2), z(t3),... } .
m Vzorcenje s stalnim ¢asovnim razmakom je preslikava

S : Z(t) — { Cey Z(*Qto), l‘(*t()), Z(O), l‘(t()), .. }

ali
S oz(t) = {z(nte)}, neZ.

Razmak ¢y imenujemo interval vzorcenja.

211
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I x(nto)—\

e
[ e

0l to 3to  nto T

Slika 9.1: Signal z(t) in pripadajo¢ vzorcen signal {z(kto)}

9.1.1 Izrek o vzorcenju

Naj bo x(t) zvezen frekvenéno omejen signal s frekvenénim obsegom (0, F'). Si-
gnal je popolnoma dolo¢en, ¢e poznamo njegove vrednosti, ki si sledijo v stalnih
casovnih razmikih Sirine ¢, kjer je

1
= —. Nl
to o (9.1)
z(t) je dolo¢en z enacbo
= sin 2 F'(t — ntp)
t) = to)——————— 9.2
w= 3 ety T (9.2)

Izpeljimo relacijo (9.2).

Dokaz:
Naj bo X (w) (slika! 9.2) spekter signala z(t), ki je frekven¢no omejen s krozno
frekvenco W = 27F :

X(w) = /00 x(t)e I@tdt

—0Q0

Ja
£
I

0, |w>W.

1Zaradi enostavnosti grafiénega prikaza smo vzeli, kot da sta spektra X(w) na sliki 9.2 in
Xp(w) na sliki 9.3 realna.
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Slika 9.2: Spekter X (w) signala z(t). W = 27F je mejna krozna frekvenca signala.

Naj bo X, (w) (slika 9.3) periodi¢en signal s periodo 2W:
X, (w0 + n2W) = X (@)

za katero velja

—3W -W 0 w SwWow

Slika 9.3: Periodi¢ni spekter Xp(w). 2W je perioda spektra Xp(w).

Predpostavimo, da je X,(w) taka periodi¢na funkcija, da jo lahko razvijemo v
Fourierovo vrsto:

) = Y e
n=—oo
Po enachbi (3.1) za dolocitev osnovne harmonske frekvence je

2 21 1
— =t

Oy = —— 2% _
T oW T 4xF  2F

in zato

Xpw) = > Cn)e™o,

n=—oo
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Po (3.3) dolo¢imo Se vrednosti kompleksnega spektra C(n):

I it
C(n) = W[WXp(w)e Intewdy
Pri tem upostevajmo, da je
I :
z(t) = 5 _WX(w)ethdw,
Xp(w), -W<w<W
X(w) =
0, drugod
in zato
I "
z(t) = 5 ) p(w)e?™dw .

Poravnava zgornjih izrazov da

C(n) = %x(—nto) .

Tako dolo¢imo zapis Fourierove vrste za X, (w):

T .

Xp(w) = Z Wx(—nto)emt"“ . (9.3)
n=-—oo

Zapisimo z(t) kot inverzno Fourierovo transformacijo spektra X(w). Pri tem

upostevajmo, da se spektra X (w) in X,(w) ujemata na intervalu ene periode

—W <w < W in da X,(w) lahko zapiSemo s Fourierovo vrsto (9.3):

w oo
z(t) = FI(X(W))= %/Wejt”~% Z x(—ntg)ed ™% dw

n=—oo

w ed(t+nto)w

= i ac(—nto)/ de

n=—o0 -w
sin W (t + nto)
= —nty) —— 0
O sinW(t—ntg) sin 2 F'(t — nto)
B n:z—oo #(nto) W(t —nty) n=z—oo #(nto) 2nF(t —ntg)

S tem smo potrdili veljavnost izraza (9.2)!

Rekonstrukcija signala z(t) z izrazom (9.2)

1z izraza (9.2) sledi, da lahko signal z(t) predstavimo kot vsoto produktov vzoréenih
vrednosti signala z(ntg) in funkcij

sin W(t — nto)

Cnt) = Wt —nto)
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Funkcije C,,(t) imenujemo tudi kardinalne temeljne funkcije (slika 9.4). S para-
metri W in ntg so dolocene tako, da imajo pri ¢asu t = nty vrednost 1, pri vseh
drugih celih mnogokratnikih ¢y pa vrednost 0.

Cn(t)
1 {.
| PN - Ao~
0 MV t
(7L+1)t0

Slika 9.4: Kardinalna temeljna funkcija Ch, (t)

Iz lastnosti C,,(¢t) sledi veljavnost zveze (9.2) za t = kto za vsak cel k. Za vse
druge ¢asovne trenutke ¢ z izrazom (9.2) vrednost amplitude z(t) dolo¢imo tako,
da sestejemo prispevke vseh produktov z(kto)Ci(t) (slika 9.5). Ker vrednosti
kardinalne funkcije asimptoti¢no padajo proti ni¢, ko se oddaljujemo od trenutka
ntp, na vrednost vsote (9.2) ob ¢asu ¢ najbolj vplivajo tisti vzorci z(kty), za katere
je razlika |t — ktg| majhna.

Slika 9.5: Rekonstrukcija signala x(t) z izrazom (9.2)

9.1.2 Vzorcenje in rekonstrukcija signala

Vzoréenje signala x(t) lahko predstavimo kot periodi¢no ¢asovno filtriranje signala
z vzoréevalno funkeijo s(¢) (slika 9.6).
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(1) ORI
—i o29] 190 RN
N AR EERE; or11119
HHHH?????HHHWM
0 & s(t) 0 ° 1

Slika 9.6: Postopek vzoréenja, predstavljen s ¢asovnim filtriranjem.

Rezultat filtriranja je vzorcen signal z*(¢) :

—> <& ()| to2to nto t

Slika 9.7: Vzorcevalna funkcija s(¢).

Vzoréevalna funkcija s(t) (slika 9.7) je v praksi periodi¢ni signal ozkih pravokotnih
impulzov, ki si sledijo s periodo ty. Pri tem velja:

E-b = 1,
s(t+mntg) = s(t).
Razmerje
b
ag = —
0 o

imenujemo faktor reZima vzoréenja. Njegove vrednosti so obi¢ajno na intervalu
107 < ap <1077.
V idealnem primeru, ko limitiramo Sirino impulzov b proti ni¢, je

%gr(l) s(t) = 6, (2) -

Naj bo signal z(t) frekvenéno omejen s frekvenco F'. Izvedimo njegovo periodi¢no
¢asovno filtriranje (slika 9.8) in dolo¢imo spekter X *(w) vzorcenega signala z*(t).
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Za to zapiSimo periodiéni signal s(t) s Fourierovo vrsto in upostevajmo, da je
x*(t) = s(t) - z(t):

sty = > Clk)ITH,

k=—o0
() = Y Clkat)d B
k=—oc0

Pri tem xz(t) izrazimo z njegovo inverzno Fourierovo transformacijo:
e o 1 v .
()= Y Ck)ew™. — X(0)e’tdo .

2
k=—oc0 -w

a(t)

R 1

0 to nto t

z*(t)
- N
-t = /N
_ - N - _ P \
Aialsls N
0 to nto SNot

Slika 9.8: Poteki signalov z(t), s(t) in z*(¢)

Spekter X*(w) je tedaj

o0 w ] o .
X = Ao {Z cy- | WX<o>eJ<0+wk>tda}emdt
k=—o0 -

o0
— 00

o o w ) . )
= C(k) L X (o) TR o eIt
2
— 00 ™ J_w

k=—o0

Pri integriranju notranjega integrala uvedimo novo spremenljivko:

2 2
uza—i——ﬂlf = azu——ﬂkz in du=do
to to
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in upostevajmo, da sta Fourierova in inverzna Fourierova transformacija inverzni
transformaciji:

> 2rk
X*w) = Y Ch)X(w- =) (9.4)
k=—o0 0
Naj bo
Y
T oF
Ker je W =27F, je W = £ in iz izraza (9.4) dobimo

to

X*w)= Y Ck)X(w—2Wk).
k=—oc0
V tem primeru (slika 9.9) na intervalu —W < w < +W velja
X*(w)=0C(0)- X(w), C(0)eRT.

Rekonstrukeijo signala x(¢) iz signala z*(¢) lahko tedaj izvedemo z idealnim nizkim

X" (w)

Slika 9.9: Spekter X*(w) vzorcenega signala z*(¢) v primeru, ko je tg = %

H(w)

Slika 9.10: Prevajalna funkcija H(w) idelanega nizkega filtra z mejno frekvenco W

filtrom (slika 9.10) z mejno frekvenco W:

Hw) : z*(t) — =(t).



9.1. Vzorcenje 219

m Frekvenco

1
9F = —
to

imenujemo “Shannonova” ali tudi “Gabor-ova” frekvenca vzorcenja.

Naj bo
to > L
07 oF -
Tedaj je
Zow.
to

Iz slike 9.11 oziroma iz izraza (9.4) zdaj uvidimo, da se spektra C(0)X (w) in
X*(w) na frekvenénem obmoéju —W < w < W ne ujemata ve¢. Zato v tem
primeru rekonstrukcija signala z(t) iz njegovih vzorcev *(t) ni mozna!

X" (w)

1

Slika 9.11: Spekter X*(w) vzorcenega signala x*(¢) v primeru, ko je to > 5.

Naj bo

Tedaj je

Ker je osnovni zamik % v izrazu (9.4) vecji od mejne krozne frekvence W, za
frekvenéno obmocje —W < w < W zopet velja C(0)X (w) = X*(w) (slika 9.12). Z
uporabo idealnega nizkega filtra je v tem primeru rekonstrukcija tudi mogoca.

Komentar

Ce vzorc¢imo bolj na gosto, kot to predvideva izrek o vzoréenju (9.1), je rekonstruk-
cija Se vedno mozna. Zavedati pa se moramo, da na ta nacin povecamo Stevilo
vzorcev in s tem vplivamo na daljsi ¢as obdelave signalov in povecamo zahteve po
razpolozljivem pomnilniku.



220 9. DIGITALNI SIGNALI

JaNVINDAN

i i
Slika 9.12: Spekter X *(w) vzorcenega signala 2*(t) v primeru, ko je to < %

to to

9.1.3 Casovna Sirina : frekvenéna Sirina

Izraz (9.2) pravi, kako iz vzorcenih vrednosti signala {x(nt)} brez napake rekon-
struirati katerokoli vrednost signala x(t). Praktitno uporabo te zveze omejuje le
vrsta na desni strani enacbe, ki zahteva izracun Stevno neskonéno seStevanj. Izraz
(9.2) bi presel v izraz s kon¢nim §tevilom aritmetiénih operacij samo v primeru,
ko bi bil signal, ki ga vzoré¢imo, tudi ¢asovno omejen:

N
2(t) =0 za [t| > Nty = z(t) = Z z(nto)
n=—N

sin 2 F'(t — ntop)
27TF(t - Tlto)

Vprasajmo se, ali obstaja signal x(t), ki je hkrati frekven¢no in ¢asovno omejen?

8
—~

~
~

0, [¢(|>T in T<oo, (9.5)
Xw) = 0, |w>W in W<oo.
Ugotovimo, ali so ti pogoji kdaj izpolnjeni!

Predpostavimo, da je signal x(t) soda funkcija?:

z(t) =x(—t), zavsakt.

Naj signal izpolnjuje zahtevi (9.5) in (9.6). Njegov spekter lahko tedaj izrazimo
kot
T
X(w) = / x(t) coswt dt .
-7
Ker je zaradi (9.6)
w>W = X(w)=0,

2Vsak signal lahko zapisemo kot vsoto sodega in lihega signala [1]. Ce pokazemo, da zgornje
predpostavke ne izpolnjujejo vsi sodi in lihi signali, od tod sledi, da niso izpolnjene za noben
signal.
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je za vse w > W tudi
d" X (w)
—=0.
dw™

n-ti odvod spektra X (w) po frekvenci w lahko zapisemo kot

d"X(w) (—1)2 f_TT t"x(t) coswtdt , n =2k

dw" (1) [Tt Da(t)tsinwtdt, n=2k+1.

Ker je pri lihih n-jih (n = 2k + 1) spodnji integrand liha funkcija, ugotovimo, da
je

T
/ t"x(t)coswtdt =0, zavsen. (9.7)
-7

Iz zveze (9.7) direktno sledi:

m Funkcija z(t) coswt je ortogonalna na vse funkcije t" in zato ortogonalna na
vsak polinom iz mnozice ortogonalnih polinomov. Zato je

xz(t)coswt =0 za |t| <T.

m Ker je funkcija coswt skoraj povsod razliéna od 0, to pomeni, da je
x(t)=0 za |t|<T.
Do enakega sklepa bi na podoben nacin prisli tudi za vse lihe signale.
Od ni¢ razlicen signal, ki bi bil hkrati ¢asovno in frekvenéno omejen, ne obstaja!

Pri komentarju zveze (9.2) glede rekonstrukcije signala na strani 215 smo omenili,
da imajo pri rekonstrukciji vrednosti amplitude signala xz(t,) najvecji vpliv tisti
vzorci signala, ki so od trenutka rekonstrukcije ¢, ¢asovno najmanj oddaljeni in da
z veCanjem casovne oddaljenosti od ¢asa t,. vpliv vzorcenih vrednosti signala na
rekonstrukcijo pada proti 0. Z uporabo izraza (9.2) se zato rekonstrukciji prave
vrednosti signala z(¢,) lahko poljubno natané¢no priblizamo, tako da sestejemo
dovolj veliko stevilo ¢lenov vrste z vzorci x(ntg) iz okolice .

9.2 Kvantizacija
Skladno z dogovorom v uvodnem poglavju na strani 15, postopek diskretizacije
vrednosti amplitud signala imenujemo kvantizacija.
Kvantizacijo definiramo kot preslikavo
Q: zt) — x0(t),

z(t) = Qz(1),
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ki posameznim podintervalom [z;_1, ;) vrednosti amplitud signala
Ti—1 § I'(t) < x;

predpise natanko dolo¢eno vrednost @; (slika 9.13).

Qz) = xq
Qq—1 + —
Qi+1 T
i i - Qs i i i
Ti-2 g, 4| i Titl x
_I + Q’L*l
J— 1+ Qo

Slika 9.13: Linearna kvantizacijska preslikava Q(x)

Razliko
Axy =13 — 2451

imenujemo kvantizacijski razmik in ni nujno enaka razliki
AQi = Qi — Qi-1 .

Obicajno sicer izberemo

S g oznacimo Stevilo kvantizacijskih nivojev. Zaradi prakticnih razlogov imple-
mentacije kvantizacije na digitalnih sistemih obic¢ajno velja

q=2",
kjer n imenujemo stevilo bitov kvantizatorja. Govorimo o n-bitnem kvantizatorju.
m Kvantizacija je linearna®, ¢e je Ax; = Az = AQ .

Vse nadaljnje izpeljave vezimo na predpostavko, da imamo opravka z linearno
kvantizacijo.

3Nasprotno kot pri vzoréenju signalov se v praksi velikokrat uporablja tudi nelinearna kvan-
tizacija. Glej primer 9.1 na strani 226.
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9.2.1 Signal kvantizacijske napake e(?)

m Signal kvantizacijske napake eq(t) dolo¢imo kot

cqt) = zo(t) — a(t) - (9.8)

Od tod lahko zapisemo

zo(t) = 2(t) + eq(t) . (9.9)

eq(t)

Az
2

i A NAMA N

P A A NNNNNN

t

>
S}

Slika 9.14: Signala z(t) in zg(t) ter signal kvantizacijske napake eq (t)

Pri linearni kvantizaciji? (slika 9.14) je signal eq(¢) amplitudno omejen:

Doloéitev srednje mo¢i signala eq(t)

Iz poteka signala kvantizacijske napake eq(t) na sliki 9.14 opazimo, da je potek

tega signala v velikem delu odsekoma monotono padajoca ali naras¢ajoca funkcija
med ekstremnima vrednostima f% in %. 7 vetanjem Stevila kvantizacijskih

nivojev ¢ taka situacija postaja vedno pogostejsa. Izkaze se, da za dovolj velike
vrednosti ¢ monotoni potek med ekstremoma lahko dobro aproksimiramo Ze z
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Slika 9.15: Linearni priblizek €q(t) signala kvantizacijske napake eq(t) na intervalu (—t1,t1)

linearno funkcijo (slika 9.15). Iz linearnega priblizka ocenimo povpreéno moc¢ eq(t)
na segmentu, kjer vrednost napake monotono narasca. Upostevajmo

A
eot) ~ kt, [t|<ti, =% =kt

2
in dobimo
ko[t 3 AzN\3  Az?
P ~ — B2de = =) = = . 1
Q Az /—%—k Az-3 (2k> 12 (9.10)

Izkaze se, da je ocena (9.10) povpreéne moci signala eqg(t) uporabna za ¢ > 128
oziroman > 7 .

Spekter mocénostne gostote ¢gq(w) signala eq(t)

Naj bo z(t) stacionaren ergodicen signal, ki je amplitudno omejen na obmocje
8-kratne standardne deviacije signala®,

—4o < z(t) < 4o,
in frekvenéno omejen z mejno frekvenco F.
Iz predpostavk o amplitudni omejitvi in ergodi¢nosti signala z(t) je mogoce pri-

dobiti oceno spektra mocénostne gostote signala eg(t), ki jo izvedemo preko ocene
njegove avtokorelacije [2]:

w k 3k o= 1 3ky2
Yy ~ D 2ENT s 11
¢QQ(W) $aQ(") ~ 131\ 5- n§:1 e , (9.11)

4Pri tem privzamemo tudi, da kvantizacijsko obmocje pokriva celotni amplitudni razpon si-
gnala:
05 z(t) <q-AQ.

V nasprotnem primeru bi sicer pri mejnih vrednostih lahko dobili poljubno veliko vrednost kvan-
tizacijske napake.

5Standardno deviacijo signala o — kvadrat variance — smo definirali v izrazu (7.33), na strani
171.
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kjer je

W = 2xF,

|~

Iz opazovanja poteka ocene (9.11) je mogoce razbrati, da je za ¢ > 128 spekter
mocnostne gostote ¢pgq(y) priblizno konstanten za |y| < 40 .

Komentar

Spekter mocnostne gostote signala kvantizacijske napake ¢gq(w) je torej priblizno
konstanten na 40-krat SirSem frekvenénem obmocju, kot je frekvencna Sirina si-
gnala z(t). Zato za ¢ > 128 lahko privzamemo, da ima signal eq(t) lastnosti

belega sumab.

Vpliv kvantizacije na vzorcenje

Iz zapisa relacije (9.9)

rQ(t) = x(t) + eq(t)

sledi, da je potrebno v fazi digitalizacije signala x(t) treba vzoréiti kvantiziran
signal xq(t). Spekter ¢z, (w) zaradi (9.11) ni vec frekvencéno omejen s frekvenco
W in zato zanj ugotovitev iz izreka (9.1.1) ne velja. Zaradi napak, ki jih naredimo
pri kvantizaciji, digitalnega signala tudi teoretitno ne moremo povsem natancno
reproducirati. Kako lahko vpliv kvantizacijske napake zmanjsamo?

Opazujmo razmerje med povpreéno mocjo signala kvantizacijske napake eqg(t) in
povpreéno mocjo signala xz(t) ter poglejmo, kako se vpliv spektra vzoréenega si-
gnala kvantizacijske napake na frekvencnem intervalu —W < w < W spreminja v
odvisnosti od sirine intervala vzoréenja to (slika 9.16).

Ko je tg = %, je situacija najbolj neugodna. Razmerje gé min, ed mocjo Pg
signala z(t) in mocjo Py signala eg(t) v tem primeru lahko ocenimo kar z

21 D 12Ps

= ~ . 12
9Q I min Py (Ax)? (9.12)

Ko vrednost intervala vzoréenja manjSamo, v najboljsem primeru lahko dosezemo
situacijo, ki je prikazana na sliki 9.16 (b). Tedaj je razmerje moci Q?Q‘maz enako

OB o= T
. 1 .
T dqo(y)dy

Do te mere lahko zvec¢amo razmerje gé s krajsanjem intervala vzorcenja tg.

Kot sledi iz ocene (9.12), Qé najuc¢inkoviteje zvecamo, ¢e zmanjsamo kvantizacijski
razmik Az oziroma povecamo $tevilo bitov kvantizatorja.

6Glej razdelek 7.3 na strani 181, kjer je beli um definiran.
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(b) /
\

Slika 9.16: Vpliv spektra mocnostne gostote ¢pg@(w) signala kvantizacijske na-
pake eq(t) pri vzorcenju. (a) pri Sahnnonovi frekvenci vzoréenja (9.1) in (b) v
“idealnem” primeru, ko tg — 0.

0 w w

Za razmerje gé v izrazu (9.12), izrazeno v decibelih (dB), lahko za n > 6 upora-
bimo preprosto linearno oceno [2]

10log 03|, = 6n—"72 [dB] , (9.13)
kjer je ¢ = 2™.

Primer 9.1

Poglejmo, kaksne vrednosti Stevila kvantizacijskih nivojev bi dobili, ¢e bi zeleli
dovolj natan¢no kvantizirati govorni signal. V analogni telefoniji velja, da je Se
dopustno razmerje signal/sum enako 20 dB. Pri razmerju signal/sum enakem 30
dB pa clovesko uho ne zazna vec razlik.

Resitev

Iz relacije 9.13 dobimo

20 6n—72

272

Q

5 .

Izkaze pa se, da n = 5 oziroma ¢ = 32 ne zadosc¢ata. Razlog je v tem, ker govorni
signal ni stacionaren, kot to predpostavljamo v zgornjem razdelku na strani 224.
Posledica te predpostavke je tudi izraz (9.13)!
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Komentar

Kot smo o tem ze govorili v razdelku 8.3.3 na strani 202, je govorni signal izra-
zito nestacionaren naklju¢ni signal. Njegova nestacionarnost dejansko opredeljuje
njegovo informacijsko vsebino, ki je doloCena z osnovnimi glasovi nekega jezika.
Razli¢éni glasovi se v veliki meri razlikujejo tudi po energiji in posledi¢no tudi po
velikosti amplitude (slika 9.17). S premajhnim Stevilom kvantizacijskih nivojev
bi zato nizkoenergijske dele govora” premalo natanéno opredelili in pri kasnejsi
reprodukciji med njimi ne bi mogli ve¢ razlikovati.

I ‘ AR
AR RA IO

Slika 9.17: Segmentirani govorni signal izrecene besede kvas. Opazne so razlike
med amplitudnim obsegom glasov k in s ter a.

Pri linearni kvantizaciji za telefonsko kvaliteto govornega signala v praksi zadosca
12-bitna kvantizacija. Z uporabo nelinearne kvantizacije® lahko stevilo bitov pri
govornem signalu zmanjsamo na 8 bitov.

9.3 Diskretna Fourierova transformacija

Ko je signal podan v digitalni obliki {f(nto)}, njegovega spektra ne moremo ve¢
dolo¢iti z uporabo Fourierove transformacije, ki je definirana z dolo¢enim integra-
lom
+oo
F(w) = / f(t)e Itat .
— 00

Uporabiti je potrebno nek numeri¢ni postopek ocene integrala. Pri digitalni obde-
lavi signalov je obi¢ajna numeri¢na metoda za ocenjevanje spektra signala, ki smo
ga prevedli v digitalno obliko, postopek, ki ga imenujemo diskretna Fourierova
transformacija (DFT)?.

7V slovens¢ini so to na primer glasovi: f, h, s, z, k ... .

8Glej na primer delo [3].

9V strokovni literaturi bomo veckrat naleteli tudi na oznako FFT, ki je kratica za angleski
naziv “Fast Fourier Transform”. FFT je le posebna hitra metoda dolo¢anja DFT, v kateri
minimiziramo potrebno Stevilo aritmeti¢nih operacij [4].
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0 to nto Nty t

Slika 9.18: Signal f(t)

Zaradi prakti¢ne zahteve po konénem ¢asu numeri¢ne obdelave lahko obravnavamo
le ¢asovno omejene signale f(¢) oziroma digitalne signale {f(nto)}, predstavljene
s konéno dolzino niza vrednosti. Po dogovoru zato predpostavimo, da je signal
f(t) (slika 9.18), katerega spekter Zelimo oceniti, od ni¢ razlicen le na kon¢nem
¢asovnem intervalu [0, Nty), ali drugace

ft)=0 <= t<0 ali t=Ntg.

Ta predpostavka zaradi lastnosti spremembe spektra pri premiku signala po ¢asov-
ni osi (5.24) ne pomeni bistvene omejitve. Ce predpostavimo, da signal vzoréimo
vsaj povsod tam, kjer je od ni¢ razlicen, parameter N doloca §tevilo vzorcev digi-
talnega signala { f(nto)}.

Kot obi¢ajno nadomestimo

dt — to ,
— Tlto,

/ >
in dobimo oceno

Nto ) N—-1 ]
Flw)= [ ft)e " dt ~ Y f(nto)e 7“1

0 n=0

Zgornji izraz lahko uporabimo za numeri¢no oceno spektra le za konéno Stevilo
razli¢nih frekvenc. Zato je smiselno, kot pri vzorcenju signala s stalnim ¢asovnim
razmakom tg, tudi na frekvenéni osi w izbrati frekvenéni razmak wg in za neko
konéno Stevilo mnogokratnikov kwg dolo¢iti ocene spektra (slika 9.19).

Tako dobimo

N-1 N-1

Z f(nto)e —Jkwotor ¢ — ¢ Z f(nto)e —Jkwoton

n=0 n=0

F(w)

w kwo
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0 wo kwo w

Slika 9.19: Spekter F(w) signala f(t) in ocene spektra toFp(kwo)

m [zraz
N—-1 )
Fp(kwo) = Y f(ntg)e /keoton (9.14)
n=0

imenujemo diskretna Fourierova transformacija (DFT) digitalnega signala
{f(nto)}.

Ce povzamemo, velja

F(w)| ~ toFp(kwo) . (9.15)

w=kwo

Izraz (9.14) definira preslikavo
DFT: {f(nto)} — {Fp(kwo)} ,
oziroma

Fo({f(nto)}) = {Fp(kwo)} ,

ki je definirana za vsak koncen wy in za vse cele k.

Enako kot pri Fourierovi transformaciji so tudi vrednosti DFT v splosnem komple-
ksne. Na enak nacin kot pri Fourierovi transformaciji v razdelku 5.3 tudi v tem pri-
meru vrednosti DFT izrazimo z realnimi diskretnimi spektri Cp(kwo), Dp(kwp),
|FD(kw0)| in QD(kwo)Z

FD(kzwo) = CD(kzwo) +jDD(k’wO) ,
Fp(kwo) = |Fp(kwp)|-e?®pkwo)

Ugotovimo, kaksne so lastnosti DET!

9.3.1 Linearnost

DFT je linearna transformacija.
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Izpeljava
Ker je DFT definirana z vsoto produktov vrednosti f(ntg) in e=7%wotom  velja

Fo({filnto)} + {fo(nto)}) = {Fu,(kwo)} + {Fap (kwo)}
Fo(a{f(nt)}) = a{Fp(kwo)} .
Komentar

Kot smo ugotovili ze v razdelku 5.4.2; je tudi Fourierova transformacija linearna,
zato se v tej lastnosti DFT in Fourierova transformacija ujemata.

9.3.2 Diskretna Fourierova transformacija realnih digitalnih
signalov

Naj bo digitalni signal {f(ntg)} realen. Zvezo (9.14) lahko Sirse zapisemo kot

N-1 N-1
Fp(kwy) = Z f(nto)e’jkw(’to" = Z (f(nto)cos kwoton — j f (nto) sin kzwoton) .
n=0 n=0

Realni diskretni spekter Cp(kwp) je v tem primeru

N-1
Cp(kwy) = Z f(nto) cos kwoton (9.16)
n=0
in imaginarni diskretni spekter
N—1
Dp(kwo) = =Y f(nto)sinkwoton . (9.17)
n=0

Ker je cos kwoton soda in sin kwoton liha funkcija kwo, je spekter Cp(kwp) soda in
spekter Dp(kwp) liha funkcija:

CD(—k'wo) = C’D(kzwo)
DD(fkwo) = fDD(ka).

Podobno bi lahko ugotovili za diskretni spekter amplitudne gostote |Fp(kwp)| in
diskretni fazni spekter Op (kwyp):

|Fp(—kwo)| = |Fp(kwo)|
QD(—k'wo) —QD(k'wo) .

Komentar
Tudi v teh lastnostih se DFT in Fourierova transformacija ujemata.
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9.3.3 Periodi¢nost diskretne Fourierove transformacije

Ze v komentarju izraza (9.14) smo omenili, da je korak wy v frekvenénem prostoru
lahko kakrsnakoli konc¢na realna vrednost. Izkaze pa se, da je predvsem zaradi
sledecih lastnosti DFT za wg smiselno izbrati vrednost

21
= —. 9.18
wo Nto ( )

Taka izbira vrednosti wp nas posebej ne omejuje, ker lahko z vecanjem vrednosti
parametra N wp poljubno zmanjsamo. Vecanje Stevila N (Stevilo vzorcev signala

{f(nto)}) dejansko pomeni, da ze vzorcenim vrednostim signala f(t) dodamo se
ustrezno §tevilo nicel'”.

Ce za wy izberemo vrednost, doloceno z (9.18), velja, da je DFT periodi¢na z
vrednostjo periode Nwy:

Fp(kwo + pNwy) = Fp(kwo) za vsak k,peZ. (9.19)
Dokazimo zvezo (9.19)!

Izpeljava
Upostevajmo (9.14) in (9.18)

FD(k’WO +pr0) = f(nto) e_j(kUJ()-'rpNUJ())ton

_ f(nto) e Jkwoton | ,—jpNwoton

N—-1
_ f(’flt()) e~ Jkwoton | ,—jp2mn _ Z f(nto) e~ Jkwoton |

n=0 n=0
= FD (k/’UJQ)
Komentar
Pri doloc¢anju vrednosti DFT s frekven¢nim razmakom wy = 1\2,—:;0 je zato smiselno
dolociti le eno periodo, to je N vrednosti, na primer za £k = 0,1,..., N — 1. To je

toliko vrednosti, kot je bilo vzoréenih vrednosti signala f(¢).

9.3.4 Inverzna diskretna Fourierova transformacija

Pri predpostavki, da je wy dolocen z (9.18), obstaja inverzna diskretna Fourierova
transformacija (IDFT!!)

IDFT : {Fp(kwo)} — {f(nto)} ,

10Postopek dodajanja nicel vzoréenim vrednostim signala v angleski strokovni literaturi ime-
nujejo “zero padding”.

HPodobno kot za DFT pomeni kratica FFT, za IDFT kratica IFFT (Inverse Fast Fourier
Transform) pomeni kratico za hitri postopek dolo¢anja vrednosti IDFT.
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doloc¢ena z
N—1
f(nty) = Z Fp (kwg)elkwoton (9.20)
k=0
Izpeljava

Preverimo zvezo (9.20). Pri tem upostevajmo izraz (9.14) za doloc¢itev vrednosti
DFT in zamenjajmo vrstni red seStevanja:

N— ] N1 N-1
Z k‘wo jkwoton _ [Z f(mto)ejkwgtom‘| ejkwgtgn
=0 N k=0 Lm=0
1 Nl N-1
S
N m=0 k=0
Upostevajmo, da je
2
woto = N
in oznac¢imo
N-1
S = Z IR T (n—m)
k=0
Izraz za dolocitev IDFT zdaj krajse zapiSemo kot
N— N—
Z (kwg)elkwotor  — Z (mto) - Sp—m - (9.21)
k=0 m=
Sn_m lahko zapisemo kot
Sn-m = l+a'+a?+... 4oV D =3"a, (9.22)

kjer je
a = eNm-m
Sn—m je torej vsota prvih N ¢lenov geometrijskega zaporedja in je zato enaka
1— OéN 1— ej27'r(n—m)

Sum = o= T (9.23)

Ker je
ej27r(n—m) -1 ’

je vrednost Stevca v izrazu (9.23) za S,_p, vedno enaka 0. Naj bo 0 < n < N.
Vrednost imenovalca je razlicna od 0 za vse m # n. Ce je m = n, za Sy dobimo
nedolocen izraz
1— ej27r0
So =

1—e %0’
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Ker je o = 1, vrednost Sy lahko dolo¢imo iz (9.22):
N-1

Sy = Zl’“:N.

Za vrednosti vsote S,,_,, za

tako dobimo

0, n#m

Ce ta rezultat upostevamo v izrazu (9.21), potrdimo veljavnost izraza za izra¢un
IDFT:

N—

N—

1 1
Z (kwg)edhwotor f(mto) - Spem = Nf(nto) - N = f(ntp) .
k=0 m:O

H

9.3.5 Periodi¢énost inverzne diskretne Fourierove transfor-
macije

Izraz (9.20) za dolocanje IDFT ni definiran samo za 0 < n £ N — 1, temvec za
poljubni celi n. Na isti nacin, kot smo dokazali periodi¢nost DFT, bi tudi tokrat
lahko ugotovili, da je IDFT periodi¢na s periodo Ntg:

f(nto + pNto) = D (kwp)elkwoltontpNto) — —  f(ptg) - (9.24)

|M2

Komentar
Z vzoréenjem in dolocanjem DFT in IDFT neperiodiénega signala f(t) tako nazaj
pridobimo periodic¢ni diskretni signal s periodo Nty. Situacijo ponazarja slika 9.20.

f(t) — DFT — IDFT — f(t+ Nto)

WWHWDMWM

Slika 9.20: Vzorcenje, DFT in IDFT neperiodi¢nega signala f(t)

Ntgt
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9.3.6 Zmnozek diskretnih Fourierovih transformacij

Pri analizi linearnih stacionarnih sistemov je zelo pomembna lastnost konvolucije
(6.18)

fit) * f5(t) «— Fi(w) - Fj(w)

ki velikokrat omogo¢i dolocitev prevajalne funkcije sistema'?. Smiselno se je
vpragati, ali velja enaka lastnost tudi za DFT?

Naj bo
{Fp,(kwo)} = {Fp, (kwo) - Fp,(kwo)} ,
kjer je
Fp({fi(nto)}) = {Fp,(kwo)}  in  Fp({fa(nto)}) = {Fp,(kwo)} .

Za oba digitalna signala {f1(nto)} in {f2(nto)} naj velja, da imata enako stevilo
vzorcev N. Dolo¢imo IDFT niza vrednosti {Fp, (kwo)}.

Oznac¢imo z

{fs(nto)} = Fp'({Fp,(kwo)})
in zapisimo DFT signalov {fi(nto)} in {f2(nto)} z izrazom (9.14):

N-1

}’—‘D1 (]CWO) = Z fl (mto) e_jkw()tom s
m=0
N-1

F‘D2 (kzwo) = f2 (ito) e_kaotol .
=0

Zamenjajmo vrstni red seStevanja:

2

fs(nty) =

F‘D1 (kzwo) . F‘D2 (k‘wo) ejkwotgn

2|~
il
IH

2|

N-1 N-1
Z fl(mto)ejkwotom] . [Z Falito) ejkwgtoi‘| pikwoton

m=0 =0

N-1 |
fa(ito) f1(mio) lz ejkw"to("—m—z)] .

k=0

el
Il
=

2
2

2=

0

M
o
3
I

Podobno, kot smo to ugotovili pri izpeljavi relacije za dolo¢anje IDFT!3, tudi zdaj
lahko zaklju¢imo, da je

N-1 N, i=(n—m)modN

ejkwoto(nfmfz)

k=0 0, i#(n—m)modN .

12Glej izraz (8.5) v razdelku 8.1 na strani 191.
13Glej razdelek 9.3.4 na strani 231.
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Pri tem enacba i = (n —m) mod N pove, da je i enak ostanku pri celostevilskem
deljenju razlike n —m z N.

Od tod dobimo

N-1 N—-1
fatnto) = > filln—ikto) falite) = Y fa(ito)f2 ((n —i)to) . (9.25)
=0 =0

Izraz (9.25), ki je, kot vidimo, tudi simetri¢en, imenujemo diskretna periodicna
konvolucija:

m Ce povzamemo, smo iz zgornje izpeljave ugotovili, da produktu diskretnih
Fourierovih transformacij dveh signalov v ¢asovnem prostoru ustreza diskre-
tna periodi¢na konvolucija:

{ z_: f1 ((’I’L — i)to) fg(ito)} <— {Fb1 (kzwo) . Fb2 (kzwo)} . (926)

=0

m Diskretna konvolucija (9.25) je periodi¢na, ker pri njeni dolocitvi signala
{fi(nto)} in {f2(nto)} razumemo kot periodi¢na signala s periodo Ntg. Od
tod in tudi zaradi lastnosti periodi¢nosti IDFT pa sledi, da je {fs(nto)}
periodicen signal z enako periodo Nt.

Komentar
Lastnost periodi¢nosti izraza (9.25) lahko postane mote¢a pri modeliranju nekate-
rih relacij, ki jih sicer lahko opiSemo s konvolucijo neperiodi¢nih signalov.

Vzemimo, da zelimo z uporabo DFT in IDFT dolociti prevajalno funkcijo oziroma
impulzni odziv linearnega stacionarnega sistema. Pri tem se zelimo nasloniti na
ugotovitve iz razdelka 8.1. Vhodni u(¢) in izhodni signal y(t) linearnega stacionar-
nega sistema in odziv tega sistema h(t) na enotin impulz §(¢) povezuje konvolucija
neperiodi¢nih signalov oziroma zmnozek spektrov:

y(t) = h(t) *u(t) «— Y(w) = Hw) - U(w) .

Vzemimo, da smo signale u(t), y(t) in h(t) vzoréili s stalnim razmakom vzorcenja
tp in pridobili ustrezne digitalne signale. Zgornjo zvezo med vhodnim in izhodnim
signalom lahko v tem primeru opisemo s priblizkom

n

y(ntp) = Zu(ito)h((n —ito)te =~ y(t) = /OU(T)h(t - T)dT}tzmo . (9.27)

1=0

Vzemimo, da Zelimo priblizno vrednost odziva linearnega stacionarnega sistema
pridobiti tako, da najprej dolo¢imo DFT vhodnega signala in odziva sistema na
enotin impulz in potem $e IDFT zmnozka diskretnih spektrov. Iz lastnosti (9.26)
za vrednosti y(nty) dobimo relacijo

y(nto) = z_: u(ito)h((n — @)to) . (9.28)

1=
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h(t)
A AN
T t

{h(nto)}

—Nt, 0 Nty Nty

Slika 9.21: Odziv na enotin impulz h(t) in prirejeni periodi¢ni digitalni signal {h(nto)}

Bistvena razlika med izrazoma (9.27) in (9.28) je v tem, da je potrebno pri do-
lo¢anju vrednosti y(nto) iz (9.28) razumeti digitalna signala {u(nto)} in {h(nto)}
kot periodi¢na s periodo Ntg. Za digitalni signal {h(nto)}, izveden iz signala h(t),
to pomeni, da je to signal, ki je zaradi svoje periodi¢nosti razlicen od ni¢ tudi za
case, ko je t < 0 (slika 9.21).

Tak matemati¢ni model odziva na enotin impulz pa je v nasprotju z osnovno pred-
postavko vzrocnosti, ki ji mora zadoscati. Ker je h(t) definiran kot odziv sistema
na vhodni signal ob ¢asu 0 (§(¢)), je za t < 0, h(t) = 0. Relacija (9.27) to la-
stnost implicitno uposteva, (9.28) pa ji nasprotuje. Od tod sledi, da bi pri uporabi
DFT oziroma IDFT za analizo linearnih stacionarnih sistemov v predlagani obliki
uporabili neustrezni matemati¢ni model in zaradi tega pridobili neustrezne ocene.

Da se izognemu neugodnemu ucinku periodi¢nosti, uporabimo razmeroma preprost

“trik”. Signale, ki jih analiziramo z uporabo DFT in IDFT, vzoréimo dalj ¢asa, kot
so razliéni od 0. To pomeni, da vzorcenim vrednostim signalov dodajamo nicle.
Izkaze se, da ucinek periodi¢nosti izni¢imo ze, ¢e vzoréenemu signalu dodamo N —1
nicel, v praksi pa ponavadi §tevilo vzorcev kar podvojimo:

N' =2N

)

kar pomeni, da vzoréenemu signalu dodamo 3e N nicel (slika 9.22). S periodi¢nim
ponavljanjem tako vzorcenega signala dosezemo, da je signal enak 0 na intervalih
(—Nt(), 0) in (Nt(), N/t()).
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h(t)
VA AV/\V \/ ;
0
V Ntg N'ty = 2Nty

N/to i

Slika 9.22: Odziv na enotin impulz h(t) in prirejeni periodiéni digitalni signal
{h(nto)} s povecanim Stevilom vzorcev N’ = 2N

Za izraz (9.28) za 0 < n < N’ tako dobimo

N’ —1 n

y(ntp) = Z u(ito)h((n —i)tg) = Y wulite)h((n —i)to) ,

=0 =0

ki se samo za faktor velikosti to razlikuje od izraza (9.27) za aproksimacijo nepe-
riodi¢ne konvolucije med signaloma h(t) in wu(t).

Pri ocenjevanju signalov, ki so povezani s konvolucijsko relacijo oziroma zmnozkom
spektrov v frekvencénem prostoru, je pri uporabi DFT in IDFT signale potrebno
ustrezno dolgo vzorciti!

9.3.7 Povezava med Fourierovo transformacijo in diskretno
Fourierovo transformacijo

-~

Signalu f(t) priredimo nov signal f(¢) (slika 9.23) z enacbo:

N-1

F&) = to > fnto)d(t —nto) . (9.29)

n=0
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ORI,
AH "Hﬂx,
O tO Nto t

Slika 9.23: Signal f(t)

o~

Signal f(t) lahko razumemo kot priblizek signala f(¢) v smislu, da je

b fdt ~ b f(t)dt
IREER|

za poljubni meji integriranja a in b, saj je (slika 9.24)

Ity -1

Fydt =" f(nto) -to
n=k

kto

res enostaven priblizek integrala

Slika 9.24: Prikaz vrednosti integrala signala f(t) za 0 < ¢t < Nto.

Dolo¢imo kompleksni spekter F(w) signala. f(t):

F(w)

N-1 N-1
F (to > fnto)d(t — nt0)> =to > f(nto)F (8(t — nto))

n=0 n=0

N-1

to Z f(nto) g Iwton
n=0

Za w = kwg od tod sledi

F(w)|w=kwo = o Z f(nto) e IFwotom = ¢q . Fp(kwo) . (9.30)
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Zveza (9.30) poda zvezo med spektrom F(w) in vrednostmi {Fp (kwo)}. Dolo¢imo
Se povezavo med spektroma F'(w) in F(w).

Ker je signal f(t) izven intervala [0, Nty) enak 0, lahko izraz za f(t) posplogimo
na vse cele vrednosti indeksa n

N-1

) = tOanto (t —nto) = to Z Fnto)s(t — nto)

n=—oo

in ker je vrednost impulzov v izrazu (9.29) §(t — ntog) = 0 za t # nito, lahko zapis
f(t) se naprej posplosimo:

+o0 too
Ft) = to Y fnto)d(t—nto) =to Y [f(£)5(t — nto)
= tof(t) Z 5(t — nto) .

f(t) torej lahko predstavimo kot zmnozek signala f(t) in periodi¢ne funkcije o, (¢):
Ft) = tof(t)-6i(t) - (9.31)
Dolo¢imo Fourierovo transformacijo izraza (9.31)!

Zaradi lastnosti konvolucije med spektri signalov (6.19) dobimo

F) = Fltof(t) 0 (0) = & Fw) = F(du (1)

V razdelku 5.6, kjer smo obravnavali Fourierovo transformacijo periodi¢nih signa-
lov, smo na strani 128 izpeljali zvezo

F (82, (2) Z 5<wn—) :

Ker je zaradi (9.18) %—: = Nuwy, sedaj velja

oo

Flw) = ;—;F(w) i: Z d(w —nNwp)
+oo
= [ F(u) Z 0(w —u—nNwp)du

Zamenjajmo vrstni red seStevanja in integriranja ter upostevajmo, da je funkcija
d(t) soda funkcija:

~ JFOO
Flw) = Z / §(u— (w—nNwp)) du .

n=—oo
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Zaradi tipalne lastnosti funkcije §(¢) (5.42) dobimo

Flw) = Z F(w—nNuwy) . (9.32)

n=—oo

Iz izraza (9.32) je razvidno, da lahko kompleksni spekter ﬁ(w) signala f(t) pred-
stavimo kot neskoncno vsoto za frekvenéni zamik Nwy zamaknjenih spektrov F'(w)
signala f(t). Zaradi zveze (9.30) pa lahko zapisemo povezavo, ki pojasnjuje relacijo
med vrednostmi DFT in spektrom signala f(¢):

o0

toFp(kwo) = F(w) > F(wano)] . (9.33)
n=-—00 w=kwo

w=kwq

Situacija (9.33) je za primer realnih spektrov ponazorjena na sliki 9.25. Na sliki je
lepo razvidna lastnost (9.19) periodi¢nosti DFT in frekven¢ni interval, na katerem
lahko DFT razumemo kot priblizek Fourierove transformacije signala. Sicer lahko
iz zveze (9.33) izvedemo naslednje pomembne ugotovitve:

F(w — Nwo)

—Nwo 0lwo kwy | Nuwy w
N, N
2o 2Wo

Slika 9.25: Spekter F(w)

m Spekter signala lahko z DFT ocenimo le na frekvenénem obmocju osnovne

periode:
toFp(kwo) =~ FW)|, _,. leza —Fwo<w<+Fwo. (9.34)
m Ker je
Fwo = % :

je frekvenéni obseg ocene spektra z DFT obratno sorazmeren z velikostjo
intervala vzorcéenja tg.

m Kot lahko razberemo iz (9.33), oceno spektra z DFT “kvarijo” zamaknjeni
spektri F(w—nNwyp). Zato bo ocena spektra pri dani frekvenci w tem boljsa,
¢im vecji bo osnovni zamik spektrov Nwg. Ker je

Nwy = == | (9.35)

to pomeni, da bo ocena tem boljsa, ¢im manjsi bo %.
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m Ker za spektre neperiodi¢nih signalov obi¢ajno velja'*, da je

lim F(w)=0,

w—+oo

bo najveckrat
|F(0 — Nw0)| < |F(%w0 — N(UQ)l s

in zato ocena spektra z DFT boljsa za nizje frekvence.

Primer 9.2
Dolo¢imo DFT za signal f(t), ki ga vzor¢imo s ¢asovnim razmikom ¢y = % povsod
tam, kjer je razlicen od 0 (slika 9.26):

1, 05t<1
ft) =
0, drugod.
ft)
1 —>
0 to 1t

Slika 9.26: Signala f(t) in njegovi vzorci f(ni)

Resitev

{f(nto)} = {1,1,1, 1, 1} . (9.36)
Iz zgornjega izraza razberemo:
N = 5, (9.37)
2
wo = N—; —2r in (9.38)
2
woty = = . (9.39)
)
Po (9.14) je
N-1 4 N-Lo
Fp(kwo) = Y f(ntg)e 7keotor =y = e=/k5n (9.40)
n=0 n=0

Kot na primer na sliki 9.25.
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Zak=0,1,...,4 je

{Fp(k2m)} = {5, 0,0, 0, 0} . (9.41)
Kako dober priblizek spektra F(w) signala f(¢) smo dobili?
Glede na ugotovitve (9.34) velja, da je

F(w)| ~toFp(k2r), —4rSw<drw.

w=k2m

Nasa ocena je torej
1
{EFD(k%r)} =4{0,0,1,0,0}, k27 = —4n,—27,0,2m, 47 .

Dolo¢imo vrednosti spektra amplitudne gostote |F(w)| signala f(t) pri teh fre-
kvencah.

|F(w)]

—47 0 7 27 4rx w
Slika 9.27: Spekter amplitudne gostote |F'(w)| signala f(t)

Spekter signala f(t + %), ki je sod signal, smo dolocili ze v primeru 5.3 na strani

108:
]-"(f(t+%)) LS

w
2

Ce upostevamo Se lastnost premika po casovni osi (5.24), dobimo (slika 9.27)

1 .1 sin € cw
Flw) = f(f(t—i— 5)) evE = —2 %
2
in
sin £
Flw)| = |2 (9.42)
2

Za dobimo |F(w)| pri frekvencah w = —4m, —27,0, 27, 47 natanko iste vrednosti

kot s priblizno metodo DFT. Tako natancnega rezultata seveda ne smemo vedno
pricakovati in je v tem primeru posledica izbire posebne oblike signala f(t). Za
isti signal ocenimo z DFT Se vrednost amplitudnega spektra pri frekvenci w = 7.
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Iz (9.42) je
sin T 2
|F(m)] = —2%===0,637
2
Ker je m < wy, je potrebno iz enacbe
27
TR T N

dolo¢iti nov ustrezen korak w; v frekvenénem prostoru. Pri nespremenjeni vre-
dnosti tg in £ = 1 dobimo

2
N=—=10.
to

To pomeni, da moramo vzorceni signal vzorciti Se pri petih dodanih c¢asovnih
trenutkih, oziroma vzorcu dodati Se 5 nicel:

{f(nto)} ={1,1,1,1,1,0,0,0,0, 0} .

Torej:
4 4 . .
Fp(wi1) = Fp(m) = nz:;)l ceTIEM = ,;) (cos gn—jsingn> =1-43,078,
1 .
tolFp(wi)] = =|Fp(m)[ = 0,647 .

Vidimo, da v tem primeru res dobimo le priblizek prave vrednosti 0,637. Ce zelimo
oceno spektra v skladu z ugotovitvijo (9.35) izboljsati, to lahko dosezemo tako, da

zmanjSamo interval vzorcenja tg.
Vzemimo tg = %. V skladu s prej$njim izvajanjem je, zato da bo w; = =, potrebno
signal f(t) vzor¢iti pri N = 20 ¢asovnih trenutkih:

{f(ntO)} = {15 1) 1) 1) 1) 1; 17 17 17 17 0; 0; 0; 0; 07 07 07 07 Oa 0} .

V tem primeru dobimo

= 0,639 .

9
E ]_.eijﬁn

n=0

1 1
tol F(wo)| = 15 Fo(m)] = 15

Za ty = % na enak nacin dobimo oceno
1 .
to|Fp(wo)| = 2—0|FD(7T)| = 0,637,

ki se na prvih treh decimalnih mestih ze ujema z vrednostjo spektra |F(m)|.
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