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Predgovor

Skripta z vajami in primeri reSenih nalog so dopolnilno Studijsko gradivo, ki je na
razpolago Studentom predmeta Razpoznavanje vzorcev na podiplomskem
drugostopenjskem Studijskem programu Elektrotehnike na Fakulteti za
elektrotehniko Univerze v Ljubljani na Studijski smeri Avtomatika in informatika.

Gradivo vsebuje povzetke teoreti¢nega ozadja ter pojasnila in reSitve izbranih
primerov racunskih nalog, ki pridejo v postev pri pisnem izpitu pri tem
predmetu. Vsebina predmeta je sicer v celoti zajeta v uc¢beniku: "N. Pavesi¢,
Razpoznavanje vzorcev: uvod v analizo in razumevanje vidnih in slusnih
signalov, 3. popravljena in dopolnjena izd., 2 zv., ZaloZba FE in FRI, 2012".
Vsebina je zajeta po naslednji straneh te knjige:

e Kaj je razpoznavanje vzorcev? (str. 1-23)

e Razllenjevanje vzorcev. (str. 71-86, 90-94, 98-119)

e Zapis vzorcev z mnozico znacilk. (str. 131-165, 170-220)

e Analiza podrocja uporabe s postopki iskanja rojev. (str. 225-235, 237-238,
239-244, 245-249, 257-263, 283)

e Razvrscanje vzorcev s prileganjem. (str. 287-290, 297-304, 313-324, 467-
473).

e Razvrscanje vzorcev z odlocanjem. (str. 330-363, 368-386)

e Razvrscanje vzorcev z ve€plastnim perceptronom. (str. 396, 399-408)

e Razvrscanje vzorcev z odlocitvenimi drevesi. (str. 425-435)

e Preizkusanje razpoznavalnika vzorcev. (str. 23-27)

Primeri, ki niso zajeti v teh skriptah in so bili reSeni na vajah ter tudi lahko
pridejo v postev pri pisnem izpitu, izhajajo iz vsebine in zgledov na naslednjih
straneh omenjenega ucbenika:

e poglavje 7.3.4 (str. 338-340), zgled 42 (str. 348);

e poglavje 7.3.9.2 (str. 371-375), zgled 49 (str. 376-378);
e poglavje 8.2.2 (str. 432-433); zgled 58 (str. 433-435).

V Ljubljani, oktobra 2013 Simon Dobrisek
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1 Upragovljanje slik z maksimizacijo informacije

1.1 Matematicni zapis digitalne sive slike

Digitalno sivo sliko f(x,y) matemati¢no zapiSemo s preslikavo, ki vsaki tocki
slike (slikovnemu elementu) priredi neko svetilnost (sivi nivo):

f:INx X INy _)GL )

kjer sta Iy, = {1,-:+, N} in INy = {1,-~-,Ny} podmnofZici celih ne-negativnih
Stevil ter G, ={0,--,L — 1} mnoZica diskretnih vrednosti svetilnosti (sivih
nivojev). Pri t.i. osem-bitni sivi sliki, ker Stevilo sivih nivojev L enako 256, kjer
vrednost svetilnosti 0 predstavlja povsem ¢rno in vrednost svetilnosti 255
povsem belo barvo, torej, G, = {0,---,255}.

Primer matematic¢nega zapisa in graficne ponazoritve sive digitalne slike je
podan spodaj

(192, 198, 209, 189, 182, 209, 208, 209
183, 190, 122, 53, 54, 114, 206, 209
176, 149, 49, 59, 108, 53, 161, 209
Fxy) =+ 175, 105, 101, 53, 60, 57, 114, 207

’ 181, 93, 78, 71, 70, 117, 99, 204
187, 109, 46, 64, 45, 63, 126, 202
185, 152, 61, 107, 47, 66, 176, 200
\180, 177, 131, 86, 96, 159, 191, 198/




- Upragovljanje slik z maksimizacijo informacije

1.2 Razclenjevanje slik z upragovljanjem

Z upragovljanjem raz€lenjujemo slike razmeroma enostavnih prizorov. Na
primer, v industrijskih aplikacijah pogosto sestavlja prizor en sam predmet
(izdelek), ki leZi na doloceni enoli¢ni podlagi. TakSne prizore lahko zelo hitro
raz€lenimo (v tem primeru lo¢imo predmet od podlage) na podlagi
porazdelitve frekvenc sivih nivojev slike, ker je v tem primeru histogram
porazdelitve bi-modalen z dvema izrazitima vrhovoma. En vrh histograma bo
ustrezal svetilnosti podlage, drugi pa svetilnosti predmeta. Iz takega
histograma lahko dolo¢imo mejo, to je prag med sivimi nivoji podlage in sivimi
nivoji predmeta. S pragom lahko razvrstimo vse slikovne elemente v dva
razreda: v razred w; = "podlaga" in v razred w, = "predmet" (ali obratno,
Ce je predmet svetlejSi od podlage). Primera taksnih prizorov sta podana
spodaj.

1.3 Definicija upragovljanja slike
Pri upragovljanju sliko f(x,y) prevedemo v sliko f;(x,y), ki je dana s
preslikavo

ft:INx X INy - QO )

ki vsaki tocki slike priredi eno od (navadno dveh) oznak podrocja na sliki
Q ={wq,w,} (npr. w; ="podlaga" in w, = "predmet" ali preprosto
a)l — "0" in a)z — "1" ).

Preslikavo f; tako definiramo z izrazom

w1 f(x'J’)>t

e ={0t L2y
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kjer je t prag svetilnosti, ki loCuje podrocja na sliki.

Prag svetilnosti dolo¢amo iz porazdelitve relativnih frekvenc sivih nivojev
P ={Py,,P;, -+, P41}, Kjer je

Stevilo n; v gornjem izrazu je Stevilo slikovnih elementov s sivim nivojem
[ € Gy, in n Stevilo vseh slikovnih elementov slike (n = Ny - N,).

1.4 Upragovljanje z maksimizacijo informacije

Ce sliko upragovljamo s pragom t, delimo mnofico sivih nivojev slike G, na dve
tuji mnozici Go N G, = @, kjer sta G, ={0,---,t} in Gy, ={t+1,---,L —1}.
Mnozicama G in G, pripadata porazdelitvi relativnih frekvenc sivih nivojev

_ R
Po =Po(t) = {P*(t)' 'P*(t)}
in
_ _ Pt+1 PL—1
Pl_Pl(t)_{l—P*(t)’ ’1—P*(t)}
kjer je

P*(t) = zt:Pi
i=0

Para (Ggy,Py) in (Gy,P;) lahko obravnavamo kot verjetnostni shemi dveh
naklju¢nih spremenljivk z informacijama

t
P, P,
HO(t) = _; P*(t) log(P*(t))

Hy () = z 1= p (t) (1 p* (t)>

i=t+1
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Optimalni prag svetilnosti t*, lahko dolo¢imo kot prag, ki maksimizira celotno
informacijo upragovljene slike, to je:

t*=arg _max {Ho(t) + Hy (1)}

Optimalni prag doloc¢imo z racunanjem informacije za vse mozne vrednosti
praga in ugotavljanjem, pri kateri vrednosti praga je vrednost informacije
najvecja.

1.5 Vprasanja in naloge

1.5.1 Vprasanje

Podajte primer porazdelitve relativnih frekvenc sivih nivojev osem-bitne sive
slike tipicnega industrijskega prizora, kjer je svetlejsi izdelek na temnejSem
tekocem traku.

1.5.2 Vprasanje

Katera najvisja in katera najniZja vrednost lahko nastopa v porazdelitvi
relativnih frekvenc sivih nivojev (obrazlozite).

1.5.3 Naloga

Vzemimo, da smo pri upragovljanju sivih slik z maksimizacijo informacije
izracunali pri mozZni vrednosti praga t =5 vrednosti funkcij Hy(5) = 2,3 in
H;{(5) = 1,7, pri drugi mozni vrednosti praga t = 10 pa vrednosti Hy(10) =
2,2 in H;(10) = 1,9. Pri kateri od obeh obravnavanih moznih vrednosti praga
bi torej bila informacija v upragovljeni sliki visja.

1.5.4 Naloga

Dana je Stiri-bitna siva slika s podaj podano mnoZico diskretnih vrednosti
svetilnosti (sivih nivojev) in porazdelitvijo njihovih relativnih frekvenc

Gg =1{0,1,2,3,4,5,6,7}

P—{Ol 2 1 2 3 10}
~17710°10°10°10°10° 10’

Predpostavimo, da smo izbrali postopek upragovljanja slike z maksimizacijo
informacije. lzraCunajte vrednost informacije slike pri pragu svetilnosti t = 3 in
t = 4 in ugotovite, pri kateri od obeh vrednosti praga je vrednost informacije
visja.
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Resitev
Najprej izracunajmo vrednost informacije pri pragu t = 3.

13*(3.)—o+1+2+1—4 1-P*3) =1 +_0
B 10 10 10 10 B 10~ 10

G, =1{0,1,2,1} G, =1{23,1,0}

1) = (03.5.3) = ~310m (5) 3108 (5) ~310%: (5) =
0()_ 1471 - 40g24 20g22 40g24

1

4

) = 31082 3) ~ 108 (5) ~g1oe2 (5) ~ 1459
T T3082\3)70%82\3) T g% g) ¥
Ho(3) + H,(3) ~ 2,959

Nato izrac¢unajmo Se vrednost informacije pri pragu t = 4.

P*(4—0+1+2+1+2—6 1-P*(4) =1 6 _4
) = 10 10 10 10 10 ) = 10 10

Go=1{0,1,2,1,2} G, ={3,1,0}

H 4)—H(310)— 3 (3) L (1) 0,811
1) =H(7.2,0)=—7logz(7) —7log27) ~ O,
Ho(4) + H,(4) ~ 2,729

Vrednost informacije je torej oCitno visja pri vrednosti praga svetilnosti t = 3
in niZja pri vrednosti praga svetilnosti t = 4.
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2 PribliZni zapis vzorcev z zaCetnimi cleni
ortogonalnih transformirank

Postopki luscenja znacilk temeljijo na predpostavki, da lahko vsak vzorec
opisemo z vrednostmi r spremenljivk, ki jih obravnavano kot krajevni vektor
y = (¥4, ..., »)T. Spremenljivkam, ki €rpajo iz zaloge realnih $tevil, pravimo
meritve. Pri postopkih lus¢enja znacilk, ki temelje na uporabi ortogonalnih
linearnih transformacij, dosezemo zgostitev informacije tako, da zapisemo
vzorec y z n < r zacetnih ¢lenov izbrane ortogonalne razvrstitve, ker le-ti
vsebujejo najvec, ali celo celotno, informacijo o vzorcu.

Linearno transformacijo, ki preslikuje vektorje y v vektorje ¢, definiramo z
matri¢no enacbo:

c=Ay,

kjer A oznacuje transformacijsko matriko, ki jo po vrsticah sestavljajo linearno
neodvisni r-razsezni vektorji a{, . ag, torej

a1 v Qg al
Aan = : . : = :
An1  * Qnr a,Tl

Vektor c je vektor znacilk, ki so doloceni kot koeficienti ortogonalne razvrstitve
c¢=(cq,..,cy)T. Podana linearna transformacija je ortogonalna oziroma
ortonormalna, e velja AAT = I.

Podano linearno transformacijo lahko zapiSemo tudi kot sistem linearnih
enacb:

T
— aTy — . i=1
Ci=a;y= aijyi' L=1,..,n.
j=1
V primeru, ko je n < 7, pri linearni transformaciji izvirni vzorec y izrazimo s
priblizkom ¥, ki je dolocen s koeficienti ortogonalne razvrstitve
y=ATc.

Napako, ki jo pri tej izrazavi naredimo, pa dolo¢imo kot srednjo kvadratno
napako
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2 . 2
ay]l” = lly = 912 = ly = A"c [|” = llyli* — llell? .
V primeru, ko je n = r, pri izraZavi ne naredimo napake injey = §.
Na tem podrocju se uporablja postopke pribliznega zapisa vzorcev, ki temeljijo

na ortogonalnih razvrstitvah Karhunena in Loeveja, Fourierja, Walsha in
Hadamarda ter na val¢ni Haarovi transformaciji idr.

2.1 Transformacija Karhunena in Loeveja

Transformacijo Karhunena in Loeveja lahko definiramo kot postopek
minimizacije srednje kvadratne napake pribliznega zapisa vzorcev. Izpeljava
tega postopka pokaze, da pri izbranem Stevilu koeficientov ortogonalne
razvrstitve n < r in dani mnoZici vzorcev Sy = {yj} pri j =1,...N dobimo

— 2
najmanjso srednjo kvadratno napako A§, = E{”Ay” }, ¢e transformacijsko

matriko A dolo¢imo iz prvih n < r normiranih lastnih vektorjev e{,...,eg
kovarian¢ne matrike

K=EKy—ﬂwa—ﬂwY}=EWWG—HwE@F
= E{yy"} — mm’,

ki so urejeni po velikosti pripadajocih lastnih vrednosti tako, da velja
M=A = A= Ay,
pri Cemer lastne vektorje €;in lastne vrednosti 4; pri j = 1, ..., n doloa enacba
Ke]' = A]e] ,
oziroma enacba
(K—241)e;=0.

Transformacijsko matriko A tako dolo&ajo lastni vektorji el, ..., €7 po izrazu

€11 " err el
Apsr =| ¢ - =1
én1 " Enr e,Tl

Vektorje znatilk = (cq, ..., ¢,)T pridobimo s transformacijo
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c=A(ly-Ey) = A(y—m),

kjer m oznaduje povprecni vektor vseh vzorcev y. Sredis¢enje moramo
upostevati tudi pri povratni izrazavi priblizka

y=ATc+ m.

V primeru, ko je n < r, pri izrazavi priblizka naredimo dolo¢eno napako in ob
uposStevanju ortonormalnosti lastnih vektorjev lahko izpeljemo srednjo
kvadratno napako vseh izrazenih vektorjev

T
A2 _
B= > %
j=n+1

Srednja kvadratna napaka vseh izrazenih vzorcev je torej kar sestevek lastnih
vrednosti lastnih vektorjev, ki jih ne upostevamo pri linearni transformaciji. Iz
tega je ocitno, zakaj za tvorjenje transformacijske matrike izbiramo lastne
vektorje, ki ustrezajo visjim lastnim vrednostim.

2.2 VpraSanja in naloge

2.2.1 Naloga

IzraCunajte transformacijo Karhunena in Loeveja za vzorce iz u¢ne mnoZzice
Uy = {S10,Q} = {Uy, U}, Kjer so

S10 ={(13)", 22", 33)", 2H", 4D, (52), 647,61},
Q = {wy, wy},
U ={13)",22)",3G3)" 2"}
U, = {417, (52)7, 507,617} .

Resitev

Ce upostevamo, da je ocena povpreénega vektorja vseh vzorcev

A—E()—lz —128: —12820T— 3.5,2.5)7
m = E(y) =+ y—8' y,-—8(,)—(.,.)
YESN j=1

in, da je ocena kovariancne matrike
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8
_ L 1 (1 .
K=E{yy"} -mm’ = —ZYYT —mm’ = §ZYijT —mm’ =
=1

_lpe1+224 1-3+2-2+---]_[12.25 8.75]
gl3-1+2-2+- 3:3+2-2+-1 1875 6.25

_1m120 64]_ 12.25 8.75]
gle4 60l 1875 6.25

_ 15 871 71225 875]_7[275 —0.75
=[5 7l = |
g8 751 1875 625 l-075 1251

dobimo lastni vrednosti 4, in A, matrike K z izracunom enacbe

R = dec([275 74 ~075 ),

—-0.75 125-1
Ki nas pripelje do kvadratne enacbe
(275—-2)(1.25—-21)— 0.752 =212 -41+2.875=0 .

Resitvi kvadratne enacbe in s tem lastni vrednosti sta

4++42—-4-2875
2

/11,2 == = Al = 3.0607 ) /12 =~ 0.9393

Lastna vektorja e; pri j = 1,2 izratunamo iz enacbe:

Najprej izratunamo prvi lastni vektor €; = (e;1,e13)7

275-4 =075 ] [611] ~ [—0.3107 —-0.75 Hen] _ [0] _

—0.75 1.25 - A;] lesz —-0.75 —1.8107!1€12

_0.3107 €11 — 0.75 €12 = 0

_075 611 - 18107 612 = 0

Iz obeh enacb lahko izpeljemo zvezo e;; = —2.4142 e,,, kar pomeni, da so vsi
vektorji €; = (e11,e;,)7, katerih komponenti sta razli¢ni od ni¢ in v podani
zvezi, lastni vektorji matrike K , ki pripadajo prvi lastni vrednosti 4;. Ce
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izberemo vrednost e;, = 1, je takden vektor tudi vektor &, = (—2.4142,1)7.
Glede na to, da za dolocitev transformacijske matrike potrebujemo normirani
vektor, dobljeni vektor Se normirajmo
1 €

€]l 2.6131

o>

~ (—0.9239,0.3827)7

e1=

Na podoben nacin lahko dolo¢imo $e drugi lastni vektor e, = (€51, €5,)7

~
=

275-2, —0.75 “e21]

—0.75  1.25—1,] lezs [ et [621]=[O]=’

—0.75 0.310711ez2
1.8107 €y1 — 0.75 €y0 = 0
_0.75 €y1 — 0.3107 €y0 = 0

Iz obeh enatb lahko izpeljemo zvezo e,; ~ 0.4142 e,,. Ce izberemo vrednost
e1, = 1, je iskani lastni vektor tudi vektor &, = (0.4142,1)T. Glede na to, da
za doloditev transformacijske matrike potrebujemo normirani vektor, tudi ta
dobljeni vektor normirajmo

€, €,
~1.0824

~ (0.3827,0.9239)7

V primeru, ko transformacijsko dolo¢imo iz obeh lastnih vektorjev, torej

elT] _ [—0.9239 0.3827]

A:[eZT ~ 103827 09239

dobimo s transformacijo
c=A(y—E(y)) = A(y — m)
vektorje znacilk
U'y = {(2.50,-0.49)7, (1.19, —1.04)T, (0.65,0.27)7, (1.96,0.81)T}
U', ~ {(—1.04,-1.19)7, (-1.58,0.11)7, (—0.81,1.96)7, (—2.88,—0.43)7} .

Povprecni vektor teh vektorjev znacilk je 0, kovariancna matrika pa je
diagonalna matrika, ki po diagonali vsebuje lastne vrednosti, torej
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3.0607 0 ] _

K=[ 0 0.9393

V primeru, ko Zelimo izlusCiti eno samo znacilko, izberemo za dolocitev
linearne transformacije prvi lastni vektor e;, ker mu pripada viSja lastna
vrednost 4. Vrednosti znacilk pridobimo s transformacijo

c=e"(y—Ey)=¢e"(y-m),
torej
U’y = {2.50,1.19,0.65,1 .96}
U', ~ {—-1.04,—-1.58,—-0.81,—2.88} .

Rezultat izraéunov lahko ponazorimo v R?. Najprej ponazorimo vzorce in
lastna vektorja v prostoru izvirnih krajevnih vektorjev.

4.5 1

3.5 1

250 i

15F 1

0.5F .

Y1

Nato ponazorimo vzorce preslikane v prostor obeh lastnih vektorjev.
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V primeru, ko za preslikavo izberemo le prvi lastni vektor z visjo lastno
vrednostjo, torej e;, dobimo preslikavo v eno samo znacilko, ki jo ponazarja
spodnja slika.

Po povratni preslikavi izrazenih znacilk v izvirni prostor vzorcev dobimo
priblizke, na osi, ki jo doloca prvi lastni vektor. To ponazarja naslednja slika
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3 Optimalni postopki lus¢enja znacilk

3.1 Dolocanje znacilk z izbiranjem

Postopki lus¢enja znacilk temeljijo na predpostavki, da lahko vsak vzorec
opisemo z vrednostmi r spremenljivk, ki jih obravnavano kot krajevni vektor
y = (¥, .., )T Spremenljivkam, ki €rpajo iz zaloge realnih $tevil, pravimo
meritve. DoloCanje znacilk z izbiranjem temelji na iskanju tistih spremenljivk
vzorcev, ki ne prispevajo k natancnosti razpoznavanja, oz. ne prispevajo k boljsi
locljivosti razredov vzorcev v prostoru znacilk. TakSne spremenljivke nato
izlo¢imo iz opisa objekta razpoznavanja.

Izbira znacilk

- Osnovne ali
. izpeljane meritve
objektov

- Hevristicno
dolocene znacilke

=
=2
—
<
>
Ll
Q
%)
o
>
N
<
o

Izbiranje znacilk formalno definiramo kot problem pri katere v mnozici r
spremenljivk (meritev) Y iS¢emo tako podmnoZico n (pri n < r) spremenljivk,
ki je najboljsa glede na izbrano kriterijsko funkcijo J, oziroma

J(X0) = rpgg{](P)} ,

kjer P poljubna podmnozica Y in P mnozica vseh moznih podmnoZic Y.
MnoZica X je najboljsa podmnoZica, ki daje najvisjo/najniZjo vrednost izbrane
kriterijske funckije. Izbranim spremenljivkam v X pravimo znacilke vzorca, ki
objekt razpoznavanja opisujejo s krajevnim vektorjem x = (xq,...,x,)7. Z
izbiro znacilk tako izvedemo preslikavo

y=00n )T & x=0(q4.,x)T 5 n<r
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Za kriterijsko funkcijo navadno izberemo eno od mer locljivosti med razredi
vzorcev. Med tovrstnimi merami je racunsko manj zahtevna povprecna
razdalja med vzorci, ki jo dolo¢a naslednji izraz

Ny Nj
=%2P(C)ZP(C) NN ZED(Xlk,X,z)
j#i

Tk=11=1

kjer P(C;) oznaCuje a priori verjetnost razreda vzorcev C; in N; Stevilo vzorcev
iz razreda C; pri i =1,..,M. Funkcija D(X,X;;) oznauje osnovno mero
razdalje med k-tim vzorcem v i-tem razredu in [-tim vzorcem v j-tem razredu.
Cim vedja bo povpreéna razdalja med vzorci razli¢nih razredov, tem veéja naj bi
bila loCljivost med razredi vzorcev. Mero razdalje med vzorci razli¢nih razredov
ponazarja spodnja slika.

A priori verjetnosti razredov navadno ocenimo s posebno statisticno analizo za
dano podro¢je uporabe ali kar iz $tevila podanih vzorcev. Ce je dano N vseh
vzorcev in je od tega N; vzorcev iz razreda C;, potem je ocena za P(C;) kar
P(C;) = N;/N. Ce ocena a priori verjetnosti ni zanesljiva, potem navadno
predpostavljamo, da so vsi razredi enako-verjetni, torej P(C;) = 1/M.

Mere razdalje med vzorci razlicnih razredov, ki jih najbolj pogosto
uporabljamo, so matemati¢ne razdalje v vektorskem prostoru, ki jim pravimo
razdalje Minkovskega.



Optimalni postopki luscenja znacilk

s

n
S
DXy, X)) = Z|xk,j - xl,j| ,
=1

Lo T, T . .
kjer je sta x;, = (xk_l,...,xk,n) in X; = (xl,1' ...,xl,n) poljubna dva vektorja
znacilk.

Za mero razdalje med vzorci tako najbolj pogosto uporabljamo razdalje
Minkovskega pri vrednostihs =1, s =2 in s - oo,
Razdalji pri s = 1 pravimo razdalja “City Block” ali “Manhattan”. Doloca jo izraz

n

Dep(Xpe X)) = Z|xk,j — X

j=1

Razdalji pri s = 2 pravimo Evklidova razdalja

Dg(Xy, X;)

n
2
+ Z(xk,j - xl,j) = \/(Xk —x)T(xp —xp) = [Ix — x|
j=1

Razdalji pri s = o pa Chebysheva (Cebisevljeva) razdalja
DX, x;) = jgllﬁffnﬂxk,j — x5}
Za omenjen razdalje velja za vsak X, x; € R"

D¢(Xk,X;) < Dp(Xk,X;) < Dep(Xg, X))
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Odnos med razdaljami ponazarja spodnji primer

Dg (Xg, X;)

Dcp (Xi, Xp)

X2 ——

Xk
De(Xk, X) QI?
|
|
|

X11 Xk,1 X1

Pri izbiri znacilk se najprej odlo¢imo za ustrezno mero locljivosti razredov
vzorcev, nato Se za ustrezen postopek iskanja najboljSe podmnozice n meritev.
Med postopki iskanja sta najbolj preprosta postopka zaporednega iskanja.

3.1.1 Zaporedno iskanje »nazaj«

Pri tem postopku najprej predpostavimo, da so vse dane meritve znacilne,
nato pa v vsaki ponovitvi postopka izloCimo tisto znadilko (meritev), brez
katere je kriterijska funkcija najvec;ja.

Postopek:

1. korak:  Mnozica znacilk X je enaka mnotzici danih meritev Y, torej X =
Y. 1zraéunamo vrednost kriterijske funkcije J(X).

2. korak: V k-ti ponovitvi postopka imamo v podmnozici X (k) 3e (r — k)
znacilk. Le-te uredimo tako, da je:

JCU) = {x1}) 2 J (X (k) = {x2}) = -+ = J(X (k) — (D).
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3. korak:

4. korak:

Znacilko x4, brez katere podmnozica X (k) daje najvecjo vrednost
kriterijske funkcije, odvzamemo iz X (k) ter poveéamo k za ena.
Tore;j:

Xk+1)=Xk)—{x} in k=k+1

Ceje k = r —n kon&amo, sicer ponovno preidemo na korak 2.

3.1.2 Zaporedno iskanje »naprej«

To je preprost postopek iskanja, kjer na vsakem koraku postopka dodamo
trenutni podmnotZici znacilk tisto meritev, ki najbolj poveca vrednost kriterijske

funkcije.
Postopek:

1. korak:

2. korak:

3. korak:

4. korak:

Mnozica znalilk X je prazna, mnoZici Y pa je vseh r spremenljivk
(meritev).

V k-ti ponovitvi postopka imamo v podmnozici X (k) Se k znacilk,
v mnozici {Y — X (k)} pa r—k spremenljivk (meritev). Le-te
uredimo tako, da je:

JXU) + (1) 2 JOC(k) + {x2}) = -+ = J(X (k) + {x— D).

Znacilko x4, ki skupaj s podmnozica X (k) daje najvecjo vrednost
kriterijske funkcije, odvzamemo iz {Y — X (k)} in dodamo v
podmnoZico X (k) ter poveamo k za ena. Torej:

Xk+1)=Xk)+{x} in k=k+1

Ce je k = r —n kon&amo, sicer ponovno preidemo na korak 2.

3.2 VprasSanjain naloge

3.2.1 Vprasanje

V ¢em se bistveno razlikujeta postopka lus¢enja znacilk z zaporednim iskanjem
»naprej« in zaporednim iskanjem »nazaj«.
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3.2.2 Naloga

Objekte razpoznavanja opisujejo vrednosti treh osnovnih spremenljivk
(meritev). Podani so Stirje vzorci, ki so razvrs¢eni v dva razreda

U, = {Ul' Uz}
U; ={(2,2,3)7,(3,3,3)"} U, ={(0,3,1)T7,(1,2,007}

Vzemimo, da Zelimo z lusc¢enjem znacilk iz podanih treh (r = 3) osnovnih
meritev izbrati dve (n = 2) najbolj znadilni in to s postopkom izbire znacilk z
zaporednim iskanjem »naprej«, pri cemer uporabljamo kriterijsko funkcijo, ki
je dolocena kot povprecna razdalja med vzorci razlicnih razredov, za mero
razdalje med posameznimi vzorci pa uporabljamo razdaljo »City Block«. A
priori verjetnosti obeh razredov ocenimo kar iz Stevila in porazdelitve podanih
vzorcev med razredoma, torej

M=2 N,=2, N,=2, N=4

S

P(Cy) = 2

VTN
V prvem koraku je podmnoZica znacilk prazna, torej X (1) = {}. Nato
izraCunamo vrednosti kriterijske funkcije za vsako spremenljivko iz Y, ki bi jo
lahko preseliliv X' (1), torej

J{nh) =

N| —
N| =
N| =

1 2 2
ﬁz z D (X, Xj1)
=1

] =1

I
A

16
=—Q+1+3+2+2+3+1+2)=—==05
57 @+1+3+2+4243+142)= =0,

1 4
]({yz})=§(1+0+0+1+1+0+0+1)= §=0,125

1 20
]({y3})=§(2+3+2+3+3+2+3+2)= §=O,625

Vidimo, da je

J{ysh) =7 =7y
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torej, preselimo tretjo spremenljivko y3 iz Y v X(2), oziroma, x; = y3 in
X(2) ={x} ={ys}.

Ker je moramo izbrati dve spremenljivki se vrnemo v drugi korak postopka, pri
¢emer upostevamo, da je {Y — X (2)} = {y1, ¥} . Zdaj izratunajmo vrednosti
kriterijske funkcije za vsako spremenljivko iz {Y — X (2)}, ki bi jo lahko preselili
v X' (2), torej

1 36
]({yg_yl})=§(4+4+5+5+4+5+4+5)= §=1,125

1 24
]({y3,y2})=§(3+3+2+4+3+2+3+4)= §=0,75

Vidimo, da je

]({)’3,3’1}) = ]({Y3,YZ})

torej, preselimo prvo spremenljivko y; iz {Y —X(2)} v X(3), oziroma,
X, =y1 InX(3) = {x1, %2} = {y3, 71}

S tem smo dve spremenljivki {ys, y; } izbrali kot v dve najbolj znacilni, oziroma
kot znacilki {x;,x,}. Stem smo izvedeli preslikavo y; = x; in y; = x,.
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4 Analiza podrocja uporabe v vzor¢nem prostoru s
postopKi iskanja rojev

Razpoznavanje objektov je mozno Sele potem, ko podrocje uporabe ustrezno
spoznamo. Spoznavanje podrocja uporabe iz vzorcev objektov razpoznavanja
temelji na nenadzorovanem razvr$¢anju (rojenju, samoorganizaciji) vzorcev iz
konéne mnoZice vzorcev objektov razpoznavanja Sy ter na oznacevanju rojev
vzorcev z oznakami razredov vzorcev. Zato si spoznavanje podrocja uporabe
lahko predstavljamo kot preslikavo znotraj prostora vzorcev, ki preslika
mnoZico vzorcev objektov razpoznavanja Sy v uéno mnoZico vzorcev Uy. Ta
preslikava ni v celoti samodejna, ker oznacevanje vzorcev iz mnoZice Sy opravi
lahko le ¢lovek — “ucitelj” oziroma strokovnjak za dolo¢eno podrocje uporabe.

Razbitje mnozice vzorcev Sy v No < N nepraznih podmnoZic je mnoZica

Dy, = {51’ -, Sj, "'SN(;}'

kjer je unija vseh nepraznih podmnoZic S; enaka mnoZici Sy in presek
poljubnega para podmnotzic S; N S;, prazna mnofica, torej

N¢

Usj=sN , SiNSy=0;Vjk=1-,No Aj#*k.
=1

Na splosno se mnoZice Sy v N; podmnozice doloci s preslikavo R: x; & Sj, ki
vsak vzorec X; (bolj splosno f;(x)) preslika (razvrsti) v podmnoZice z neko
stopnjo pripadnosti uj; € [0,1], kjer velja, da vsaki podmnofici pripada vsaj en
vzorec z stopnjo vecjo od nic in je sesStevek vseh pripadnosti za dani vzorec
enak ena, torej

N N¢
Z#ji>0, Zﬂji=1-
i=1 =

V primeru, ko stopnje pripadnosti lahko zavzemajo poljubno vrednost iz
intervala [0,1] takSnemu razbitju pravimo neizrazito (angl. fuzzy). V primeru,
ko pa pripadnosti lahko zavzemajo lahko zavzamejo le vrednost 0 ali 1, pa
takSnemu razbitju pravimo izrazito (angl. crisp).

Za razbitje potrebujemo neko mero podobnosti med vzorci. Predlagana je cela
paleta taksnih mer, ki so odvisne od zapisa in »narave« vzorcev. Namesto mer
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podobnosti pogosto uporabljamo tudi mere razlicnosti, ki jih pod dolocenimi
pogoji lahko obravnavamo kot metrike (funkcije razdalje). V primeru, ko so
vzorci predstavljeni z mnoZico vrednosti znacilk (vektorji znacilk), za mere
razlicnosti najbolj pogosto uporabljalo kar razdalje Minkovskega, ki smo jih
spoznali pri postopkih lus¢enja znacilk.

4.1 Postopki iskanja rojev v mnozici vzorcev

S postopki iskanja rojev is¢emo najboljSe razbitje Dy, dane mnoZice vzorcev
Sy glede na nek izbran kriterij, na osnovi katerega posku$samo doloditi
najboljse razbitje. MnoZico Sy lahko delimo v N nepraznih podmnozic na

N¢
iz (&) (—=1)Nc=JjNe
Neda \ j

j=1

nacinov. Na primer, 100 vzorcev iz mnoZice S1¢ lahko razdelimo v 3 roje na
priblizno 10%7 nacinov. V tako obseini mnofici razbitij je skorajda nemogoce
dolociti najboljSe razbitje, zato je predlaganih vrsta razliéni postopkov, ki
taksno razbitje izvedejo bolj ali manj optimalno. Postopke iskanja rojev delimo
na postopke, ki temelje na teoriji grafov, na hierarhicne postopke, na delitvene
postopke ter na postopke iskanja rojev z nevronskimi omreZji.

4.2 Hierarhicni postopek iskanja rojev

S hierarhicnimi postopki iskanja rojev ne dobimo le enega razbitja Dy,
mnoZice Sy, temvec zaporedje razbitij za vsak N. = N,N — 1,---,1. Prvilen
rojev vzorcev. V vsakem roju je torej natanko en vzorec iz mnoZzice Sy. Zadnji
oziroma N-ti ¢len zaporedja je najvisji v hierarhiji rojenj. Predstavlja rojenje
vseh vzorcev iz Sy v en sam roj. Na vsakem nivoju iskanja rojev, od najnizjega
do najvisjega, zdruZimo dva najbolj podobna roja v en sam vedji roj.

Zaporedje razbitij: Dy,Dy_1,*-,D; dane mnoZice vzorcev Sy lahko
ponazorimo z drevesom, ki ga imenujemo dendrogram. Primer dendrograma
je ponazorjen na spodniji sliki
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Hierarhi¢no rojenje vzorcev lahko strnemo v naslednje zaporedje korakov:

1. korak:  lIzracunaj trikotnisko matriko razdalj D(Sk,S;) med roji prvega
nivoja iskanja rojev (to je dejansko matrika razdalj med danimi
vzorci).

2. korak:  Ce je razdalja med rojema S; in S; najmanj$a (najve&ja podobnost),
zdruZimo roja v en roj. Dobimo roj §; + S;. Razdalje med novim
rojem in vsemi ostalimi roji D(S; + §j,S,) nato izratunamo po
obrazcu:

D(S; + S;,Sk) = a;D(Sy, Si) + a;D(S;, Sk) + b D(S;, S;) +
+¢|D(Sy, k) — D(S;, k)|,

kjer so a;, aj, b in ¢ koeficienti, ki jih izbiramo na vec nacCinov,
odvisno od tega, kako merimo razdaljo med roji vzorcev. Med
razlicnimi nacini se posvetimo le dvema:

1. ay=bj=1/2 , b=0 in ¢c=1/2. V tem primeru je
razdalja D(Sl- + Sj,Sk) enaka razdalji med najblizjima
vzorcema iz rojev S; + S in S.

2. a;=bj=1/2, b=0in c=-1/2. V tem primeru je
razdalja D(Si + Sj,Sk) enaka razdalji med najbolj
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oddaljenima vzorcema iz rojev S; + S; in Sy.

3.korak  Ce ima nova matrika razdalj ve¢ kot en stolpec, ponovimo korak 2.
Ce ne, postopek konéamo.

(1) (2}

Na gorniji sliki sta ponazorjena oba obravnavana nacina merjenja razdalje med
roji vzorcev.

Pri razlicnih osnovnih merjenjih podobnosti med samimi vzorci in merjenji
podobnosti med roji dobimo kot rezultat razlicno hierarhijo rojenja. Vprasanje
je, katera hierarhija je boljsa ali slabSa. Predlaganih je nekaj mer prileganja
hierarhije rojenja danim vzorcev, med njimi sta meri Q in CPCC, ki temeljita na
t.i. kofeneti¢ni matriki D, ki je dolo¢ena kot matrika razseznosti N X N, kjer je
posamezni element D, (i, j) razdalja rojev (visina dendrograma), na kateri se
vzorca X; in X; prvi¢ pojavita v istem roju. Zaradi zahtevnosti numeri¢nega
izracuna obe meri navadno izra¢unavamo s pomocjo racunalniskega programa.

Iz dendrograma lahko razberemo tudi odgovor na vprasanje: koliko je rojev v
dani mnoZici vzorcev? V ta namen prekinemo proces zdruZevanja rojev na
tistem nivoju podobnosti rojev, pri katerem je podobnost vzorcev zunaj rojev
“precej manjsa” od podobnosti vzorcev znotraj rojev, kar pomeni, da
presekamo dendrogram na mestu, kjer ima najdaljSe navpi¢ne ¢rte. Najdaljse
navpi¢ne d¢rte v dendrogramu pomenijo namre¢ najvecjo razliko med
podobnostjo, pri kateri se roji zdruZijo v nov roj, in podobnostjo, pri kateri so
nastali. Rez najdaljSih navpi¢nih ¢rt v dendrogramu odkrije “naravne” roje
vzorcev oziroma naravno razbitje dane mnoZice vzorcev v roje. Rez torej lahko
dolocimo tudi z vizualnim pregledom podanega dendrograma.
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Stevilo rojev v dani mnoZici vzorcev lahko racunsko dolo¢imo tudi iz ocen
dvovrstnega korelacijskega koeficienta PB. Rojenje, pri katerem je vrednost
dvovrstnega korelacijskega koeficienta najvecja, Stejemo za razbitje na
“naravne” roje vzorcev. Zaradi zahtevnosti numeri¢nega izracuna tudi ta
koeficient navadno izracunavamo s pomocjo racunalniskega programa.

4.2.1 Naloga

Izvedite hierarhi¢ni postopek rojenja vzorcev za podano mnoZico vzorcev
S4- = {(1’1)T’ (152)7'7 (4’3)T’ (3;4)T} )

pri ¢emer razdaljo med roji vzorcev racunajte kot razdaljo med njunima
najblizjima vzorcema. Za osnovno mero podobnosti med vzorci izberite
Evklidovo razdaljo. Dolocite Se kofeneticno matriko dobljene hierarhije rojenja.

Podano mnoZico vzorcev lahko ponazorimo v R?, kar je razvidno iz spodnje

slike.
Razdalje med roji vzorcev lahko nato ocenjujemo kar vizualno.

Najprej dolo¢imo trikotno matriko vseh razdalj med vzorci. Denimo, razdalja
med D(S;,S,) je tako doloena kar kot Evklidova razdalja D(xy,X4) =

JA-3)2+(1-4)2=+vV4+9 =113 ~3.16. Podobno izratunamo 3e
razdalje za preostale kombinacije vzorcev.
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S1={x1} S;=1{x3} S3=1{x3} Si=1{x4} D(S5.S)

0 1.0 3.61 3.61 S, ={xq}
0 3.16 2.83 S, = {x,}

0 1.41 S; = {x3}

0 Sa = {x4}

Vidimo, da ima razdalja D(Sl-,Sj) = D(S1,S,) = 1.0 najmanjso vrednost, zato
zdruZimo ta dva roja v enega in izraéunamo razdalje preostalih rojev S, (pri
k +# i,j) do zdruZenega roja S; + S; po obrazcu

1 1 1
D(S; + Sj,Sk) = ED(si, Si) + ED(sj,sk) -5 |D(S:, Si) — D(S;, Sk)|

Po izracunih razdalj D(S; + S,,83) in D(S; + S3,S4) dobimo zmanjsano
matriko

S1={x1+x3} S;={x3} S3=1{x4} D(S.,S))

0 3.16 283 S, ={x, + Xy}
0 1.41 SZ = {X3}
0 S3 = {X4}

Izraun razdalje D(S; + S,,S3), ki je v bistvu kar enaka razdalji D(x,,X3)

ponazarja spodnja slika



Analiza podrocja uporabe v vzorénem prostoru s postopki iskanja rojev

V zmanjsani matriki nato ponovno pois¢emo minimum, ki je pri D(S,,S3) =
1.41, zato tokrat zdruZimo roja S,,S3 in izvedemo izraCun razdalje D(S3 +
S4 S1) = D(S51,5;3 + S4). Dobimo matriko

Sy =1{x1+x3} S ={x3+x,} D(S.,S))
0 2.83 Sl = {Xl + Xz}
0 Sz = {Xg + X4}

Izvedemo Se zadnjo zdruzitev, s katerim so vsi vzorci v zadnjem enem roju. Na
osnovi podanih izracunov skiciramo spodnji dendrogram rojenja

vzorec

0.5f

D(Si;s)
|
i
i
i
i
[
|
i
i
i
i
i
i
|
|
i
i
i
i
i
i

3.5f

Iz dendrograma je razvidno, da je naravno Stevilo rojev dve, ker so najdaljse
Crte pri zadnji zdruZitvi dveh rojev v enega samega. Kofeneticna matrika
dobljene hierarhije pa bi bila

0 1.0 2.83 2.83
1.0 0 283 283
283 283 0 141
283 283 141 O

DC=



Analiza podrocja uporabe v vzorénem prostoru s postopki iskanja rojev

Zacetna matrika razdalj med vsemi moZnimi pari vzorcev, ki smo jo izracunali
na zacetku postopka, ozna¢imo tudi kot

0 1.0 3.61 3.61
1.0 0 316 2.83
361 316 0 141
361 283 141 O

D=

Iz kofeneti¢ne matrike D, in zadetne matrike razdalj D med vsemi vzorci bi
lahko po potrebi izracunali meri Q in CPCC. Vrednost obeh mer nam bi podala
informacijo o ujemanju pridobljene hierarhije dani u¢ni mnozici (glede na
uporabljen nacin osnovnega merjenja razli¢nosti med vzorci in med roji).

Z ugotavljanjem Stevila in porazdelitve vzorcev po posameznih rojih pa bi lahko
za vsako razbitje na roje izracunali tudi dvovrstni korelacijski koeficient PB.
Najvecja vrednost tega koeficienta bi v nasem primeru tako morala biti pri
dveh rojih.
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5 Razvrscanje vzorcev s prileganjem

Postopki razvrscanja, ki jih uvrS¢amo v to skupino postopkov in jih obravnavajo
naloge v nadaljevanju, temelje na merjenju podobnosti med vzorcem (v celoti),
ki ga razvrs¢amo, in vzorci iz uéne mnozice vzorcev ter na razvrstitvi vzorca v
razred vzorcev (j, e so mu najbolj podobni u¢ni vzorci iz razreda U; € Upy.

Razviti so bili Stevilni postopki razvrS¢anja vzorcev s prileganjem. Delimo jih
glede na to, katere vzorce razvricevalnik hrani v pomnilniku (celotno ucno
mnozico ali samo znacilne predstavnike), in glede na to, koliko najbolj
podobnih vzorcev upoStevamo pri razvr$canju vzorcev.

5.1 Pravilo razvrscanja “najblizji sosed” (1-NN)

Dana je u¢na mnozica vzorcev Uy, = {Uy, -+, Uy}, kjer je

Uj = {(va ;). (X2 7). -+, (XJ'N]" “’1) } :

Vzorec, ki ga razvr§¢amo, X, razvrstimo v razred G, ¢e mu je med vsemi vzorci
v ucni mnozici najbolj podoben vzorec X € Uj, to je, Ce velja

P(x, (X, w))) = Jmax (P(xx))} ,
oziroma
D(x, (X, ;) = xfigg}w{D(X'Xi)} ,

kjer sta P in D meri podobnosti oziroma razlichosti med vzorci. Z drugimi
besedami, vzorec, ki ga razvrscamo, razvrstimo v tisti razred, v katerega je
razvrséen vzorec uc¢ne mnozice, ki mu je najbolj podoben oziroma najmanj
razlicen. Za mere razlicnosti med vzorci najbolj pogosto uporabljamo kar
razdalje Minkovskega.

Pravilo razvrscanja, ki uposteva samo najbolj podoben vzorec iz u¢ne mnofZice,
ne izkoris¢a dovolj informacije, ki jo vsebuje u¢na mnoZica vzorcev. Zato je
logi¢na razsiritev pravila 1-NN na pravilo, ki uposteva oznake k najbolj
podobnih vzorcev. Pri tem je k liho (ali Se bolje pra) stevilo, vecje od 1.

Pravila razvricanja k-najblizZjih sosedov temelje na dolocitvi k vzorcev iz ucne
mnoZice vzorcev Uy, ki so najbolj podobni (najmanj razliéni) danemu vzorcu Xx.
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Le-tega uvrstimo v razred (j, Ce ima vecCina vzorcev med k najbolj podobnimi
vzorci oznako wj. Za opisano pravilo uporabljamo kratico k-NN

Pravilo razvrsc¢anja k-najbliZjih sosedov lahko razsirimo na

e pravilo (k,1)-NN, ¢e postavimo, da mora doseci v mnoZici k najbolj
podobnih vzorcev velina oznak vnaprej predpisano Stevilo [ V
nasprotnem ga pustimo nerazvrscenega ali pa ga poskusimo razvrstiti s
pomocjo kaksSnega drugega pravila razvrséanja.

e pravilo (kj, l)—NN, kjer dopustimo, da je potrebna vecina za
razvrs€anje vzorcev dolocena za vsak razred posebej. To razliCico
uporabimo takrat, ko so a priori verjetnosti razredov medsebojno
razlicne.

e pravilo Fk-NN, ki priredi vsakemu vzorcu ki ga razvrscamo, vektor
stopnje pripadnosti vzorca posameznemu razredu vzorcev. Nato
vzorec razvrstimo v razred z najvecjo stopnjo pripadnosti.

5.1.1 Naloga

Dana je u¢na mnotzic vzorcev dveh razredov U, = {U;, U,}, kjer je
Ul = {((O,B)T, wl)r ((Zil)TJ wl)r ((Z)Z)TJ wl)r ((4'2)T, (1)1)} )

UZ = {((3}2)7‘} (l)z), ((S,Z)T, (l)z), ((6J5)Tr (l)z), ((6J3)Tr (1)2)} .

Razvrstite vzorec X = (3,3)7 s prileganjem najprej s pravilom 1-NN in nato e s
pravilom (k,[)-NN, pri k = 3 inl = 2, pri ¢emer za mero razli¢nosti med vzorci
uporabite Evklidovo razdaljo Dg.

Resitev

Za laZji izracun najprej ponazorimo vzorce kot tocke v dvorazseznem prostoru
znacilk.

X3

5- X
X723

4_

3@ X ®

Xll X X24

2- ® ¥ & &

X13 X211 Xqz Xp

X12
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Evklidove razdalje danega vzorca x do vsakega od vzorcev v podani ucni
mnoZici so

Dp(%,%11) =/(3-0)2+ (3 —-3)2=1/32+02=3

Dp(%,%15) =(3-2)2+ (B -1)2=412+22=+5

De(x%3) =/(3-2)2+(3-2)2=/12+12 =12

Dp(%,%1,) =/B-4)2+(B-2)2=/12+12=42

Dp(x,%5) =J/(B-3)2+(B3-2)2=4/02+12=1

Dp(x,%z2) =B =52 +(B—-22=22+12=+5

Dp(%,%X3) =/(3—6)2 + (3—15)2 =+/32 + 22 =13

Dp(%,X54) =/(3—6)2+ (3—3)2 =+/32+ 02 =3

Iz gornjih izracunov vidimo, da je vzorcu x najmanj razliéen vzorec x,; in s
pravilom 1-NN torej vzorec X razvrstimo v razred C,.

Pri razvr$éanju s pravilom (k, [)-NN, pri k = 3 in [ = 2 pa ugotovimo, da med
tremi vzorci X1, X413, in Xq14, ki so danemu vzorcu X najmanj razli¢ni, vzorca
X413 IN Xq4 iz razreda C; predstavljata vecino, torej s tem pravilom vzorec
razvrstimo razred C;, kar je drugace kot pri pravilu 1-NN.

5.2 Ucenje

Ce je mo¢ uéne mnoZice vzorcev velika, lahko s pravili razvri¢anja vzorcev s
prileganjem razvrs¢amo vzorce v razrede zelo zanesljivo. Istoasno pa velika
moc¢ ucne mnoZice vzorcev zelo upocasni razvrsc¢anje, ker pravila razvrscanja s
prileganjem zahtevajo dolocCitev podobnosti med vsakim Se nerazvrscenim
vzorcem in vsemi vzorci v uéni mnoZici.

Da bi zmanjsali raCunsko zahtevnost razvr$canja s pravili najbliZjega soseda,
posku$amo zmanjsati Stevilo vzorcev v Uy, s preslikavo v mnozico Uy, ki ima
manjse Stevilo vzorcev. Preslikavi mnoZice Uy, v mnozico Uy, pravimo ucenje.
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5.3 Predstavitev razreda z znacilnim vzorcem

Razvrs¢anje vzorcev po postopku 1-NN najbolj pospesimo, c¢e zgostimo
informacijo, ki jo nosijo u€ni vzorci nekega razreda, v en sam vzorec, ki ga
proglasimo za znalilnega predstavnika razreda vzorcev. Le-ta je za zvezne
znacilke navadno vektor m;, dolocen kot vektor povprecnih vrednosti znacilk
vzorcev X;; iz razreda Cj, torej

Nj
1
mj—ﬁ] in Za inECj,
i

kjer je N; Stevilo ucnih vzorcev iz razreda vzorcev (; . V tem primeru imamo v
uéni mnozici Uy, natanko M vzorcev.

5.3.1 Naloga

Preslikajte u¢no mnoZico vzorcev U, iz zadnje naloge v U5 tako, da vsak
razred vzorcev predstavite z znacilnim predstavnikom, dolocen kot vektor
povprecnih vrednosti znacilk vzorcev svojega razreda. S prileganjem s pravilom
1-NN nato razvrstite vzorec x = (3,3)T.

Resitev

Najprej izraCunamo vektorja povprecnih vrednosti znacilk vzorcev obeh
razredov vzorcev.

1
my =szli =
i

[(03)T+ 2,DT +(2,2)T + (4,2)T] =

B

1
268 =@,

m, = [3,2)T + (52)T + (6,57 + (6,3)"] =

AN
NS

4
i

1
= 1(20,12)T =(5,3)"

Po preslikavi tako dobimo U5 = {U;, U3}, kjer je

U:{ = {((Z!Z)Tr wl)} ’
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Ué = {((S'Z)Tr (‘)2)} .

X2

57 X
X33

4_

m,
3@ %) e ®
Xq1 m, X X24
N
2 o X & &
X13 X221 X34 Xpp

1- X

X12

1 2 3 4 5 6x1

Povprecna vektorja sta ponazorjena na gornji sliki

Evklidove razdalje danega vzorca x do vsakega od vzorcev v u¢ni mnozici U5 so

Dr(xm;) =/(B3-22+(3B-2)2=+124+12=12

Dp(x,my) =/(3-52+(3-3)2=422402=2

Iz gornjih izraCunov vidimo, da je vzorcu X najmanj razli¢en vzorec m; in s
pravilom 1-NN torej vzorec X razvrstimo v razred C;.

5.4 Urejanje u¢ne mnozice

Ucno mnozico urejujemo tako, da iz nje izlo¢imo vse tiste vzorce iz enega
razreda, ki se “mesajo” v prostoru znacilk z vzorci iz drugega razreda. To so tisti
vzorci u¢ne mnozice, ki jih z Bayesovim odlocitvenim pravilom (obravnavano v
nadaljevanju) napacno razvrstimo.

Postopek
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1. korak:  Nakljuéno razdeli dano uéno mnoZico vzorcev Uy v K podmnoZic
LO'Ll"" ,Lj, ,LK_]_; K = 3.

2. korak:  Razvrsti vzorce iz L; s pravilom 1-NN tako, da uporabi$ vzorce iz
L(j+1) mod(k+1) kot u€no mnoZico; j = 0,1,2,...,K — 1.

3. korak Izloci iz uéne mnozice UM vse tiste vzorce, ki so bili v koraku 2
napacno razvrsceni.

4. korak  Ce v zadnji ponovitvi postopka nisi izlo¢il nobenega vzorca iz u¢ne
mnotzice, koncaj postopek, sicer pa se vrni na 1. korak postopka.

Konec postopka

5.5 Zgoscevanje uéne mnoZzice

Z urejevanjem uc¢ne mnozice vzorcev Uy, dobimo v prostoru vzorcev strnjene
roje vzorcev, ki ustrezajo razredom vzorcev v ucni mnoZici. Na pravilo
razvrs¢anja 1-NN vplivajo le vzorci na robu rojev, zato lahko, ne da bi vplivali na
zanesljivost razpoznavanja, izlo¢imo iz uéne mnozice vzorcev vse vzorce iz
notranjosti rojev. S postopki zgos¢anja lahko dobimo tako podmnoZico ucne
mnozice UM, ki z manj u¢nih vzorcev zagotavlja priblizno enako zanesljivost
razvrscanja.

Postopek

1. korak:  Vpisi v seznam STORE prvi vzorec uéne mnozice U, vse ostale
vzorce pa v seznam GRABBAG.

2. korak: S pravilom 1-NN in uéno mnoZico vzorcev iz seznama STORE
razvrsti vzorce iz seznama GRABBAG. Vse pravilno razvrscene
vzorce pusti v seznamu GRABBAG, napacno razvrs¢ene pa vpisi v
seznam STORE.

3.korak  Ce v koraku 2 postopka noben vzorec ni vpisan v seznam STORE ali
¢e je seznam GRABBAG prazen, postopek koncaj. Sicer pojdi na
korak 2.

Konec postopka

PodmnozZica u¢nih vzorcev Uy, je zapisana v seznamu STORE. Postopek ne
zagotavlja minimalnosti podmnozic u¢nih vzorcev.



Razvrscanje vzorcev s prileganjem

5.5.1 Naloga

Dana je u¢na mnozica vzorcev dveh razredov U, = {U,, U,} iz zadnje naloge,
kjer mnozici U; in U, zapiSemo krajSe (brez oznak razredov)

Ul = {xll' X12,X13, X14-} = {(OrB)T' (Z'Z)Tr (Zrl)T' (4'2)T} i

UZ = {X21,X22,X23,X24} = {(S'Z)Tr (573)T' (6'5)T7 (6'3)T} ,

Denimo, da smo za razvrscanje vzorcev izbrali pravilo 1-NN in Evklidovo
razdaljo za mero razlicnosti med vzorci. Vzorce grafiéno ponazorite v RZ.
Evklidove razdalje med vzorci potem ocenjujete kar grafi¢no.

Graficno ponazorite izvedbo postopka urejanja uéne mnoZico, pri Cemer
predpostavite, da smo v prvem koraku postopka vse vzorce naklju¢no razdelili
v K = 2 podmnozici tako, da sta:

Lo = {X11,X13,X21,X22},

Ly = {X12,X14,X23,X24} ,

Dobljeno urejeno u¢no mnoZico nato Se zgostite s postopkom zgoscanja ucne
mnotzice, pri ¢emer v prvem koraku postopka v seznam STORE preselite prvi
vzorec iz urejene uéne mnozice.

Resitev

Najprej grafiéno ponazorimo podane vzorce v U, v ravnini R2.
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Pri razvr$canju vzorcev iz mnoZice Ly s pravilom 1-NN tako, da uporabimo
vzorce iz L; kot u€¢no mnoZico (pri tem si pomagamo z gornjo grafi¢no
ponazoritvijo), bi se iz mnoZice Ly napacno razvrstil vzorec X541, ki je najmanj
razlicen (najmanjsa Evklidova razdalja) od vzorca x4q iz Ly, ki ni iz istega
razreda, zato vzorec X, izlo€imo iz mnozice Ly in s tem iz uéne mnoZice.
Preostali vzorci se pravilno razvrstijo, zato jih ne odstranimo iz uéne mnozice.

Podobno bi se pri razvrs¢anju vzorcev iz mnoZice L, tako, da uporabimo vzorce
iz Ly kot uéno mnoZico, bi se napacno razvrstil vzorec X;4, ki je najmanj
razlicen (najmanjSa Evklidova razdalja) od vzorca X,, iz Ly, ki ni iz istega
razreda, zato tudi vzorec X4, izloimo iz mnoZice L, in s tem iz u€ne mnoZice.
Stanje po opisanih dveh korakih in izlo¢enih dveh vzorcih ponazarja gornja
slika.

Pri ponovitvi obeh korakov ugotovimo, da se noben od obeh vzorcev iz Ly ne
razvrsti napacno in enako velja tudi za vzorca iz L4, zato iz obeh mnoZic ne bi
izloCili nobenega vzorca. To pomeni, da se postopek urejanja zakljuci in
izhodi$¢na uéna mnozica U, = {U;, U,} se preslika v urejeno u¢no mnozico
Uu; = {U4,U,}, kjer je

Ui = {X11,X12,X13} = {(0,3)7, 2,17, (2,2)"},

Ué = {Xzz,X23,X24} = {(S'S)Tr (675)T' (6'3)T} .




Razvrscanje vzorcev s prileganjem

Po urejanju izvedemo Se postopke zgoscanje, pri cemer v prvem koraku v
seznam STORE vpiSemo vzorec X4, preostale vzorce pa v seznam GRABBAG.
Stanje obeh seznamov grafi¢no ponazarja spodnja slika.

xz /«” \

5 - GRABBAG -
\ Xz3 |

4- STORE ]

3@ ® &

X11 4 X22 X2
2- ' ®

| X13
1- - @ R -

\X12

1 2 3 4 5 6x1

Nato s pravilom 1-NN in u¢no mnozico vzorcev iz seznama STORE razvrs¢éamo
vzorce iz seznama GRABBAG in vse napacno razvrséene sproti vpisujemo v
seznam STORE. Iz grafi¢ne ponazoritve vidimo, da bi bil prvi napac¢no razvrséeni
vzorec vzorec X»,, ki bi ga preselili v seznam STORE. Pri nadaljnjem razvrs¢anju
vzorcev iz seznama GRABBAG pa bi bili vsi vzorci pravilno razvrséeni (tudi pri
ponovitvi tega koraka postopka) in nobenega vzorca ne bi vec preselili iz
seznama GRABBAG v seznam STORE. Na spodniji sliki je graficno ponazorjeno
koncno stanje obeh seznamov.
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5 GRABBAG "éé“\
\ :‘xEX23 |

4+ STORE 3

1 2 3 4 5 6x

Vzorci v seznamu STORE predstavljajo koncno zgosc¢eno ucno mnozico
uy ={Uy,Uy'}, kjer je

Ui ={xq;} = {(0;3)T} ,
Uy = {xp,} = {(5,3)T}-

Od vseh vzorcev izhodis¢ne uéne mnoZice sta torej izbrana le dva znacilna
predstavnika (za vsak razred po en znacilni predstavnik).

5.6 Radunanje podobnosti dveh nizov znakov

V dolocenih primerih vzorce zapiSemo kot urejene sestave znakov, ki
oznacujejo osnovne sestavne dele vzorca. Ti osnovni sestavni deli vzorca so po
definiciji taksni, da lahko za njih pravimo, da niso sestavljeni iz Se preprostejsih
delov. Z vidika urejenosti sestave osnovnih delov vzorca je najbolj preprosta
ureditev niz, ko osnovni sestavni deli gradijo vzorec tako, da se zaporedno
navezujejo drug na drugega.

Primer tak$nih vzorcev so nizi oznak smernih vektorjev, ki opisujejo krivuljo ali
obris v ravnini. Ce so smernim vektorjem priredimo oznake iz mnoZice
{0,1,---, 7} tako, kot je ponazorjeno spodaj
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potem niz x = 1077711 opisuje spodnjo krivuljo v ravnini

V izrazoslovju, ki ga poznamo iz teorije formalnih jezikov, pravimo oznakam
osnovnih delov vzorca tudi znaki ali ¢rke, zaporedjem imen osnovnih delov pa
nizi ali stavki. Konc¢ni neprazni mnozici znakov, s katerimi smo zapisali vzorec,
pravimo abeceda.

V nize znakov pogosto pretvarjamo tudi dolocene vrste signalov, kot je na
primer govorni signal. Pri tem posamezne odtipke signalov ali krajSe odseke
signalov s postopkom vektorske kvantizacije preslikamo v nize znakov iz
koncne abecede, ki vsebujejo od nekaj deset do nekaj sto znakov.

Pri govornih signalih pogosto uporabljamo kar foneti¢no abecedo in v znake te
abecede preslikujemo odseke govornega signala, ki predstavljajo uresnicitve
osnovnih govornih enot, ki jim pravimo fonemi. Preslikavo ponavadi izvedemo
z razpoznavalniki glasov, ki temeljijo na prikritih Markovovih modelih ipd.
Namesto fonemov pogosto uporabljamo kar grafeme ali ¢rke.

Govorni signal danega lo¢eno izgovorjenega govornega ukaza bi tako, denimo,
lahko preslikali v niz grafemov x = desno. Zaradi napak, ki jih dela samodejni
razpoznavalnik glasov, bi se govorni ukaz lahko preslikal tudiv x = tesmo.

Vzorce, ki smo jih zapisali z nizi znakov, lahko razpoznavamo tako, da merimo
podobnost med njimi in med znacilnimi predstavniki (prototipi) razredov, ki so
prav tako zapisani z nizi znakov iz abecede. Vzorec razvrstimo v razred,
katerega znacilni predstavnik mu je najbolj podoben.

Podobnost dveh nizov znakov najbolj pogosto “merimo” z Levenshteinovo
razdaljo. Le-ta je primernejSa kot na primer Hammingova razdalja, ker ne
zahteva, da sta oba niza enako dolga, hkrati pa ni tako obdutljiva na manjsa
popacenja vzorcev.




“ Razvrscanje vzorcev s prileganjem

5.7 Levenshteinova razdalja med dvema nizoma znakov

MnoZico vseh nizov, ki jih lahko sestavimo z znaki iz abecede V, vklju¢no z
nizom dolZine nic¢ A, ozna¢imo z V*. Vsak stik nizov iz V* je tudiiz V*.

Levenshteinova razdalja med nizoma znakov x in y iz V™ je najmanjse Stevilo
preslikav znakov, ki jih potrebujemo za prevedbo niza x v niz y. Pri tem so
mozne naslednje preslikave znakov

1. zamenjava znaka
T
aaf —Z>ocb,8 Ya,beV, a#b, aPfeV’
2. brisanje znaka
Tp .
aaff = aff Va€eV, aqBf€EV® in
3. vrivanja znaka
Ty
af = aaff Va€eV, afE€eV”.
Matemati¢no Levenshteinovo razdaljo zapiSemo kot
Dy(x,y) =min{Z; +B; +V;}, j=1,...] ,
J

kjer Zj, Bj in V; oznaCujejo Stevilo zamenjanih, brisanih in vrinjenih znakov, pri
prevedbi niza znakov x v niz y ter J Stevilo vseh moZnih prevedb enega niza v
drugega.

Pri uteZeni Levenshteinovi razdalji posameznim preslikavam znakov
pripisujemo nenegativno ceno. Cena je lahko odvisna od posameznih znakov in
dolocena na naslednji nacin:

1. cena preslikave znaka a iz niza x v znak b niza y je Z(a,b), Va,b € V,
pri Cemer je cena zamenjave istih znakov Z(a,a) = 0,Va € V.

2. cena brisanja znaka a iz niza x je B(a), Va € V.

3. cenavrivanjaznakabvnizyjeV(b),Vb € V.

UteZena Levenshteinova razdalja med nizoma x in y je potem dolo¢ena kot
najmanjSa vsota cen preslikav znakov, ki prevedejo niz x v niz y. UteZena
Levenshteinova razdalja je enaka navadni Levenshteinovi razdalji, ko za cene
vseh preslikav znakov uporabljamo vrednost 1.
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Ker je cena prevedbe niza x v niz y enaka vsoti cen posameznih preslikav
znakov iz zaporedja preslikav, ki doloc¢a prevedbo, lahko izra¢unamo
najcenejso prevedbo z dinami¢nim programiranjem, to je z zaporednim
minimiziranjem delnih vsot.

Vzemimo, da niza x in y sestavlja n oziroma m znakov, torej

X = aq05°- Ay in
y = blbz"'bm.

Vzemimo, da x(i) in y(i) oznacujeta delna niza nizov x in y, torej

x(Q) =aia,q;, i=1,..,n in
y(i) = b1b, "'bj, j=1,..,m.

Levenshteinovo razdaljo med nizoma x(i) in y(i) krajSe zapisimo
D(i,j) = Dy (x(D), y(D)-
Razdaljo potem izra¢unamo kot

D(i,j) = min D(i—1,j)+ B(a;)
D(i,j— 1)+ V(b))

Izracun grafi¢no ponazorimo z naslednjo sliko.

D(i-1,j-1)  D(@,j—-1)

e
(.
<3, V(b))

= min{ }

B(a;) :

D(i-1)) v D(,j)

Celoten rekurzivni izraCun, ki upoSteva vse mozne vrednosti indeksov i in j,je
potem dolo¢ne kot

D(0,0) =0
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D(i,0)=D(—1,00+B(a;), i=1,..,n
D(0,/))=D(0,j—1)+V(b;), j=1,..m

D(i,j) = min D(i—1,j) + B(a;) ,
D(i,j— 1)+ V(b))

Rekurzivni izra¢un razdalje lahko grafiéno ponazorimo z matriko razdalj med
vsemi delnimi nizi obeh nizov, med katerim ra¢unamo razdaljo, torej z matriko
z elementi D(i,j) prii =0,..,n in j=0,..,m. Iz takSne ponazoritve lahko
razberemo preslikave znakov, ki prevedejo en niz v drugega. Primer taksne
ponazoritve je podan v naslednji nalogi.

5.7.1 Naloga

Izracunajte Levenshteinovo razdaljo med nizoma znakov
x = beseda in y = bedra.

Rekurzivni izracun razdalje ponazorite graficno z matriko razdalj med vsemi
delnimi nizi obeh nizov in podajte preslikave, ki doloajo Levenshteinovo
razdaljo in prevedejo en niz znakov v drugega.

Resitev

Pri izraCunu Levenshteinove razdalja upoStevamo, da so cene vseh preslikav
znakov enake ena, samo preslikava enakih znakov je enaka ni¢, torej, za vsak
Va;, bj € V so cene za zamenjavo brisanje in vrivanje znakov doloCene kot

1 a; #b;

Celoten rekurzivni izracun ponazorimo z naslednjo slika. Slika ponazarja
matriko vseh vrednosti D(i,j) pri i=0,..,6 in j=0,..,5 pri ¢emer
upostevamo, da je dolZina niza x enaka 6 in dolZina niza y enaka 5. V sliki so
vpisane samo cene preslikav enakih znakov, ki imajo vrednosti 0. Vse preostale
cene so enake 1. Zadebeljeno puscice ponazarjajo minimum, ki se uposteva pri
rekurzivni dolocitvi vrednosti razdalje D (i, j) iz razdalj, ki se nanasajo na krajse
delne nize. Dodatno zasencena je t.i. sled preslikav z najmanjSo skupno ceno, ki
prevedejo en niz v drugega.
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Levenshteinovo razdaljo tako doloda zadnja vrednost razdalje pri D(6,5) =
D(n,m) = 3. To pomeni, da je mogoce niz x prevesti v niz y z najmanj tremi
preslikavami znakov. Te preslikave lahko razberemo iz oznacene sledi, ki jo
dolo¢imo od zadnje vrednosti razdalja D(6,5) = D(n,m) =3 proti prvi
vrednosti razdalje D(0,0) = 0, pri ¢emer se selimo po zadebeljenih puscicah,
ki oznacujejo minimume.

0
o 0
A

= 1
Q

N 2
- =

w 3
]

S 4
Q

o

Iz oznalenih sledi razberemo, da je mogoce niz x prevesti v niz y z razlicnimi
zaporedji najmanj treh preslikav znakov. Primer taksne prevedbe, ki jo
dolocajo preslikave na povsem spodniji sledi je tako

Tz = Tz _, Tp
x = beseda — bededa — bedrda — bedra =y
Druga povsem zgornja sled pa doloca preslikave
Tp Tp Ty —
x = beseda — beeda — beda — bedra =y

Na podoben nacin bi lahko identificirali Se tri (skupaj jih je pet) zaporedja treh
preslikav, ki niz x prevede v niz y.
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Prevajanje enega niza v drugega pogosto ponazorimo tudi s t.i. poravnavo.
Prvo zgoraj navedeno prevedbo bi tako ponazorili s poravnavo

beseda
bedr_a
In podobno lahko ponazorimo poravnavo Se drugi zgornji primer

besed _a
be__dra
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6 Razvrscanje vzorcev s odlocanjem

Vzorce, ki jih navadno zapiSemo kot vektorje znacilk, lahko razvrs¢éamo hitreje
kot s prileganjem, Ce jih razvrs¢amo s funkcijami, ki delijo n-razseini prostor
znadilk vzorcev, R", v neprekrivajo¢a se podrocdja, kjer vsako podrocje
predstavlja domeno enega razreda vzorcev. V teoriji razpoznavanja vzorcev
imenujemo takSne funkcije odlocitvene funkcije, razvrscanje, ki temelji na
uporabi odlocitvenih funkcij, pa razvrs¢anje z odlocanjem.

Odlocitvene funkcije so vse funkcije n-spremenljivk, ki zadoscajo pogoju
di(X) > dJ(X), VX € Ci' V] *1

Na podrocju P;, ki pripada vzorcem iz razreda C;, ima torej odlocitvena funkcija
d;(x) vecjo vrednost kot katerakoli druga odlocitvena funkcija d;(X) iz sistema
M-tih odlocitvenih funkcij.

Mejo, ki lo¢uje podrocji ; in P}, sestavljajo vse tiste tocke prostora znacilk R™,
ki zadoScajo pogoju:
d;i(x) = dj(x)

Za razmejitev prostora vzorcev iz M razredov objektov razpoznavanja
potrebujemo najve¢c M(M — 1)/2 mej:

dij(x) =d;(®) —d;(x) =0, i,j=12,,M; i#].

Meje, ki razmejujejo prostor R™, imenujemo locilne meje. Vidimo, da lahka z
locilnimi mejami zapiSemo pravilo razvrscanja vzorcev:

dij(x) >0 VX € Ci
oziroma
dij(x) <0 VX € C]

Odlocitvene funkcije oziroma locilne meje najveckrat zapiSemo s polinomi,
vsotami potencialnih funkcij ali s funkcijami pogojnih gostot verjetnosti
razredov

Parametre odlocitvenih funkcij oziroma locilnih mej (npr. koeficiente
polinomov) ocenimo iz uéne mnoZice vzorcev Uy. Ker so z doloditvijo
parametrov odlocitvenih funkcij ali locilnih mej vzpostavljene zveze med
oznakami razredov in objekti na danem podrocju uporabe, in ker se teh zvez
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¢lovek udi, pravimo procesu ocenjevanja parametrov odlocitvenih funkcij ali
locilnih mej ucenje.

6.1 Trije nacrti razvrscevalnikov

Ce znanje o podro¢ju uporabe v razvri¢evalnik vzorcev zapi$emo z uporabo
odlocitvenih funkcij ali locilnih mej, lahko upostevamo naslednje tri postopke
nacrtovanja razvrscevalnikov vzorcev:

1) 1z uéne mnofice U,, za vsak razred vzorcev dolo¢imo natanko eno
odloc¢itveno funkcijo d;(x),i = 1,+-, M. Vzorce nato razvrs¢amo po
pravilu najvisje vrednosti odloCitvene funkcije, torej: x € C;, Ce velja
d;(x) >d;(x) za j=1,---,M;j # i, kjer x oznaluje vzorec, ki ga
razpoznavamo.

2) Za vse moine kombinacije parov M razredov (teh je M(M — 1)/2)) iz
ucne mnoZice Uy dolocimo locilne meje d;;(x) med vzorci para
razredov. Vzorce nato razvrS¢amo po pravilu pozitivhe vrednosti
funkcije locilne meje, torej: x € C;, Ce velja d;j(x) >0 za j=
1, ,M;j # 1.

3) za vsak razred vzorcev dolo¢amo loilno mejo d; (x) med vzorci i-tega
razreda in vzorci vseh preostalih razredov. Vzorce nato ponovno
razvrs¢amo po pravilu pozitivne vrednosti funkcije lo¢ilne meje, tore;j:
X € Cy, Ceveljad{(x) >0prii =1,--,M.

Pri vseh treh nacrtih gre torej za preslikavo ucne mnoZice vzorcev v
odlocitvene funkcije oziroma locilne meje. V prvem primeru je ucenje
preslikava

uM - {dl (X)r Y dM (X)}:

v prvem primeru preslikava

Uy — {d11(x)» d12(X)»""dM—1,M(X)}»

in v tretjem primeru preslikava
Uy —{di(®), -, dy (X},

Pri drugem nacrtu in dolo¢anju do najve¢ M(M — 1)/2) locilnih mej lahko
povecamo ucinkovitost razvr$¢anja z dolo¢anjem locilnih mej najprej med pari
vecjih podmnoZic u¢ne mnozice, ki lahko vkljucujejo vzorce vec razredov, in
nato Se med pari vedno manjsih podmnozZic, vse do parov podmnozic, ki
vsebujejo vsaka samo Se vzorce posameznih razredov. Pri razvrs¢anju vzorcev
nato lo¢ilne meje uredimo v hierarhi¢no drevesno strukturo, ki ji pravimo
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odlocitveno drevo. Na ta nacin je potrebno za razvrscanje vzorcev dolociti
samo Se M — 1 loCilnih mej.

6.2 Linearne odloc¢itvene funkcije

Najbolj preprosta oblika odlocitvena funkcija je linearna funkcija vzorca, ki jo
za n znacilk vzorcev zapisemo kot:

d(X) = wixg + wyxy + o+ WXy + Wopg = WEX+ Wy

kjer so:
wo = (W, wy, -, wy)T vektor koeficientov,
X = (x1,%5,,x)7 vzorec - vektor vrednosti znadilk in
Wny1 prag.

Meja, ki loCuje C; in C; oziroma P; in P; v prostoru R", je prav tako linearna
dij(x) =d;(x) —d;(x) =0
oziroma
T
(Wio - Wjo) X= _(Wi,n+1 - Wj,n+1) =Wjn+1 — Wint1

Vidimo, da lahka z linearnimi locilnimi mejami zapiSemo pravilo razvrséanja
vzorcev:

T
(Wio = Wjo) X > W41 —Wing1 VXEC
oziroma

T
(Wio = Wjo) X< Wjpny1 — Wiy VXEC

Linearne locilne meje so tocke, premice, ravnine oziroma hiper-ravnine,
odvisno od dimenzije prostora znacilk.

Linearne  odloCitvene  funkcije d(X) = wyxq + woxy + -+ Wy X + Wiy q
navadno zapisemo v splosno sprejeti homogeni obliki:
dx) = wlx
kjer so:
w = (W, Wy, -, Wy, Wp41)T  vektor koeficientov in

X = (xq,%,", X, 1)T »razsirjeni« vzorec.
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Linearno locilno mejo potem zapisemo
T
(wi — wj) x=0,
pravilo razvrs¢anja z linearnimi locilnimi mejami pa

T
(wi—wj) x>0 VXEC(
oziroma

(w; — wj)Tx <0 VXEC
6.2.1 Naloga
Dana je u¢na mnotzic vzorcev dveh razredov U, = {U;, U,}, kjer je
Uy = {((1,3)", ), (2D, w1), ((2.2)", 1), (BD", w1)},
Uy = {((4.2)", w2), ((5,2)7, w7), (33", w7), ((6,3)", w2)} .

Vzemimo, da sta podana vektorja koeficientov obeh linearnih odlocitvenih
funkcij za podana dva razreda vzorcev in sicer

w; =(-1,-1,6)T in w,=(22-9T".

Dolocite lo¢ilno mejo med razredoma vzorcev in jo skupaj z vzorci skicirajte v
R?. Z uporabo lo¢ilne meje razvrstite vzorec X = (2,4)T v enega od obeh
razredov.

Resitev

Najprej ponazorimo vzorce kot tocke v dvorazseznem prostoru znacilk.

Xll X23 X24
2- & X &
X13 X14 X3
1- K &
X12 X1
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Linearno lo¢ilno mejo doloca izraz (w; — w,)Tx = wTx = 0, kjer X oznacuje

»razsirjen« vektor in je vektor razlike med vektorjema koeficientov
w=w; —w, =(-1,-1,6)" — (2,297 = (-3,-3,15)7

Funkcijo loc¢ilne meja lahko tako zapiSemo
X1
WTX = [_37_3115] [xZ] = _3x1_3x2 + 15 =0
1

Za lazje skiciranje lege linearne locilne meje izpostavimo x, in dobimo

—3x1+ 15
x2=#=—x1+5

Linearno lo¢ilno mejo skicirana skiciramo v R? tako, kot jer prikazano na
spodniji sliki.

\ di(x)—d,(®) = (w; —wy))Tx=wTx=0

Za razvrstitev s podano lo&ilno mejo moramo podani vzorec X = (2,4)7 razsiriti
v razdirjeni vzorec x = (2,4,1)". Nato izracunamo vrednost funkcije lo¢ilne
meje
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2
dy,(x) = wTx = [—3,-3,15] H =—6-12+15=-3<0.
1

Ker je vrednost funkcije d;,(x) < 0, se v skladu s tem pravilom razvric¢anja
vzorec razvrsti v razred X € C,, kar je razvidno tudi iz slike.

6.3 Tolmacenje pravila razvrscanja 1 - NN z
linearnimi odlocitvenimi funkcijami

Pri tolmafenju omenjenega pravila navadno predpostavimo, da pri
razpoznavanju s prileganjem podobnost med vzorci - vektorji znacilk — merimo
z Evklidovo razdaljo, katere kvadrat lahko zapisemo

D?(xy,x;) = (%; — Xj)T(Xi - X;)

Ce je razred vzorcev C; predstavljen samo z enim znacilnim predstavnikom x;,
potem lahko odlocitveno funkcijo d;(X) izpeljemo iz negativnega kvadrata
Evklidove razdalje —D?(x,x;), to je

1
— T Te. — wT
d;(x) = x"x; S XiXi = W, X+ Wpiq

kjer so:

T . v .
wW; =X; = (xil,xl-z, ---,xin) vektor koeficientov — znacilni predstavnik

X = (x1,%5,,x)7 vzorec - vektor vrednosti znacilk in
_ 1T
Wnt1 = — 27X Xj prag.

Odlocitvene funkcije so linearne funkcije vzorcev X, zato je linearna tudi locilna
meja med razredoma C; in C; prav tako linearna

1
dij(x) = d;(x) — d;(x) =x"(x; — x;) — E(xiTxi +x/x;) =0

Podana locilna meja pravokotno razpolavlja spojnico vzorcev (znadilnih
predstavnikov razredov) X; in X;, kot je ilustrirano na spodnji sliki.
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| GO0 - 400 =x"(xi—x)) = (<% +xx;) = 0

XjEC]'

X1

V primeru, da posamezni razred vsebuje vel vzorcev oziroma znadilnih
predstavnikov, potem je loCilna meja med dvema razredoma vzorcev C; in C;

odsekoma linearna in razpolavlja spojnice najblizjih vzorcev iz dveh nasprotnih
razredov, kot je ilustrirano na spodnji sliki.

df(x) —df(x) =0

/1




Zakljucek

6.3.1 Naloga

Dana je uéna mnozic vzorcev dveh razredov U, = {U;, U,}, kjer je
U]. = {((Z’Z)T’ wl)l ((25 _Z)Tr wl)l ((_27 _Z)Tr (1)1)} )

UZ = {((_Orz)Tr (‘)2)' ((O'O)Tr (‘)2)} .

Najprej graficno skicirajte potek locilne meje med razredoma vzorcev, Ce
razvritanje s prileganjem s pravilom 1-NN in uporabo Evklidove razdalje kot
osnovne mere razlicnosti tolmacimo kot razpoznavanje z odlo¢anjem z
linearnimi odlocitvenimi funkcijami.

Nato predstavite razreda vzorcev z znadilnima predstavnikoma x; in X5, ki naj
bosta kar vektorja povprecnih vrednosti znacilk, ter dolocite linearno locilno
mejo, ki jo dolocata ta dva vektorija.

7 Zakljucek

Primeri, ki niso zajeti v teh skriptah in so bili reSeni na vajah ter tudi lahko
pridejo v poStev pri pisnem izpitu, izhajajo iz vsebine in zgledov na naslednjih
straneh omenjenega ucbenika:

e poglavje 7.3.4 (str. 338-340), zgled 42 (str. 348);
e poglavje 7.3.9.2 (str. 371-375), zgled 49 (str. 376-378);
e poglavje 8.2.2 (str. 432-433); zgled 58 (str. 433-435).
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Cas pisanja: 60 minut

Naloga 1 (30 %)

Dana je stiri-bitna siva slika s podaj podano mnozico moznih diskretnih vrednosti svetilnosti
(Sestnajst moznih sivih nivojev) in porazdelitvijo njihovih relativnih frekvenc

Glﬁ = {01 1; Tty 15}

P—{OO2 2 000000003 3 00}
- ’ ’10’10’ ) ) ) ) ) ) ) 110110’ )

Predpostavimo, da smo izbrali postopek upragovljanja slike z maksimizacijo informacije.
Izracunajte in skicirajte vrednost informacije upragovljene slike pri vseh moznih vrednostih
praga svetilnosti t = 0, ---,14. Za poenostavitev izraCuna upostevajte lastnosti entropijske
funkcije, ki se nanasSa na verjetnosti (relativne frekvence) z vrednostjo nic.

Naloga 2 (35 %)

Dana je urejena u¢na mnoZica vzorcev treh razredov U; = {U,, U,, U3}, kjer sta

Ul = {(2’1)T’ (111)T' (112)T} ’ UZ = {(B'Z)T' (313)T1 (314)T} in U3
={(¢ D", 5D, G2}

Vzemimo, da smo za razvrS¢anje vzorcev izbrali pravilo 1-NN in Evklidovo razdaljo za
osnovno mero razli¢nosti med vzorci. Vzorce grafiéno ponazorite v ravnini R2. Evklidove
razdalje med vzorci potem ocenjujete kar graficno.

a) Zgostite podano u¢no mnotzico, pri cemer v prvem koraku postopka
zgoscanja v seznam STORE preselite prvi vzorec po vrsti iz podane urejene
uéne mnoZice.

b) Skicirajte vzorce zgoiéene uéne mnozice v R?in linearne lo&ilne meje med
razredi, ¢e pravilo 1-NN tolmacimo z linearnimi odlocitvenimi funkcijami.

Naloga 3 (35 %)

Predpostavimo, da so dvo-razse?ni vzorci X = (x;,x,)7 po dveh razredih C; in C,
porazdeljeni normalno. Vzemimo, da so parametri normalnih pogojnih porazdelitev za oba
razreda, p(x|C,) in p(x|C,), enaki:

I R S

Vzemimo, da sta apriorni verjetnosti P(C;) = P(C,) = %.

a) Dolocite najboljsi odlocitveni funkciji d, (x) in d,(x) za normalno
porazdeljene vzorce iz obeh razredov C; in C,.

b) V ravnini R? priblizno skicirajte ovojnice enakih vrednosti gostot verjetnosti
(kovariancne elipse) obeh funkcij pogojnih gostot
verjetnosti p(x|C;) in p(X|Cy,).

¢) Vravnini R? priblizno skicirajte $e lo¢ilno mejo med razredoma vzorcev
d;;(X) = dy(xX) — d,(x) = 0 in oznatite podroéji vzorcev P, in P,.
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